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KALIBRACJA DWUCZYNNIKOWEGO MODELU
CHWILOWEJ STOPY PROCENTOWEJ TYPU G2++ W
MIERZE RZECZYWISTEJ | NEUTRALNEJ WZGLEDEM

RYZYKA

Streszczenie:

Jako model struktury terminowej stép procentowych proponujemy dwuczynnikowy model
chwilowej stopy procentowej typu G2++, w ktorym rozktad czynnikédw w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka jest dwuwymiarowym rozktadem normalnym, a rozklad czynnikéw w mierze
rzeczywistej jest dowolny (zaréwno rozkiady brzegowe czynnikéw jak i struktura zaleznosci
sg dowolne). Do kalibracji modelu sugerujemy zastosowa¢ metode quasi-wiarogodnosci oparta
na zaobserwowanych rentownosciach obligacji dla wszystkich dostepnych termindw
zapadalnosci. W pracy oszacowalismy nasz model typu G2++ wykorzystujac rentownosci
obligacji skarbowych z rynku polskiego. Jako dwuwymiarowy rozkiad czynnikéw w mierze
rzeczywistej zidentyfikowalismy rozkiad z brzegowymi rozkladami t-Studenta i kopute t-
Studenta o réznych stopniach swobody. Przeprowadzilismy szczegdtowa analiz¢ dopasowania
naszego modelu w mierze rzeczywistej i neutralnej wzgledem ryzyka. Oszacowany model typu
G2++ wykorzystalismy do prognozy krzywej dochodowosci rentownosci polskich obligacji
skarbowych w perspektywie jednego roku. Dodatkowo, jako inny przykiad zastosowania
modelu, na podstawie prognoz krzywej dochodowosci wyznaczylismy wartosé portfela
obligacji i wymog kapitatowy z tytutu ryzyka stopy procentowej dla portfela obligaciji.

Stowa kluczowe: Krzywa dochodowosci, model G2++, metoda quasi-wiarogodnosci, koputa

t-Studenta, wymag kapitatowy SCR.
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1. Wstep

Jednym z zadan instytucji finansowych, bankow i firm ubezpieczeniowych jest
wyznaczenia wartosci bilansowej aktywow i pasywow. Po stronie aktywow i pasywow
znajduja sie m.in. instrumenty finansowe i zobowigzania, ktorych cena zalezy od stopy
procentowej. Zgodnie z teorig finansow i fundamentalnym twierdzeniem o braku arbitrazu z
matematyki finansowej cena instrumentu finansowego i wartos¢ zobowiazania powinny by¢
wyznaczone jako wartos¢ oczekiwana zdyskontowanych przysztych przeptywdw pienieznych
(zdyskontowanych przy uzyciu wolnej od ryzyka stopy procentowej). W przypadku wielu
instrumentow, np. cap, caplet, floor, floorlet, swaption, same przyszie przeptywy zaleza od
stopy procentowej. Wyznaczenie wartosci bilansowych aktywéw i pasywdéw banku i firmy
ubezpieczeniowej wymaga wigc uzycia modelu stopy procentowej, patrz np. rozdziat 5.5 w
Korn et. al. (2010), rozdziat 2.4 w Mgller, Steffensen (2007).

Model stopy procentowej wykorzystuje si¢ w praktyce nie tylko do biezacej wyceny
aktywow i pasywow, ale takze do prognozy przysztej wartosci aktywow i pasywow. W
bankowosci i w ubezpieczeniach obecnie obowigzuja Umowa Kapitalowa Bazylea 2 i
Dyrektywa Wyptacalnos¢ 2, ktore obliguja instytucje finansowe do prognozy zmiany wartosci
aktywow i pasywdw w wyniku zmian czynnikOw ryzyka, m.in. w wyniki zmian stopy
procentowej, patrz Umowa Kapitatowa Bazylea 2 (2006), Dyrektywa Wyptacalnos¢ 2 (2009).
Zgodnie z Dyrektywa Wyptacalnos¢ 2 dla firm ubezpieczeniowych, kwantyl rzedu 99,5%
zmiany podstawowych srodkéw wiasnych w ciggu roku okresla tzw. wymdg kapitatowy SCR,
czyli minimalny poziom nadwyzki aktywow nad zobowigzaniami, ktore firma
ubezpieczeniowa musi posiada¢ na dzien wyceny w celu wypemienia swoich zobowigzan w
ciagu najblizszych 12 miesiecy. Elementem skladowym wymogu kapitalowego SCR jest

wymog kapitatowy z tytutu ryzyka stopy procentowej, ktory okreslamy analogicznie jako



kwantyl rzedu 99,5% zmiany podstawowych srodkow wiasnych w ciagu roku w wyniku zmian
stopy procentowe;j.

Powyzsze dwa argumenty wskazuja, ze model stopy procentowej jest bardzo wazny w
dziatalnosci instytucji finansowych, bankow i firm ubezpieczeniowych. Uzycie zwrotu ,,model
stopy procentowej” nie oznacza, ze modelujemy losowos¢ jednej zmiennej — jednej stopy
procentowej. Model stopy procentowej musi uwzgledni¢ ,,wielowymiarowos¢” stopy
procentowej i musi opisywac strukture terminowsg stop procentowych tzw. krzywa
dochodowaosci. Dobry model stopy procentowej musi wigc poprawnie odzwierciedla¢ biezaca
krzywg dochodowosci, na potrzeby biezacej wyceny aktywdw i pasywow, i jednoczesnie
generowac¢ realistyczne zmiany krzywej dochodowosci w przysztosci, zgodne z
zaobserwowanymi w przesztosci zmianami krzywej dochodowosci, na potrzeby wyznaczenia
wymogu kapitalowego z tytutu ryzyka stopy procentowej w ustalonym okresie czasu. Te dwa
wazne zadania sg realizowane przez model stopy procentowej w mierze neutralnej wzglgdem
ryzyka i w mierze rzeczywistej.

W zastosowaniach praktycznych model stopy procentowej stuzacy do wyceny aktywow
i pasywéw (model w mierze neutralnej wzgledem ryzyka) jest bardzo czesto inny niz model
stopy procentowej stuzacy do generowania zmian krzywej dochodowosci w przysztosci (model
w mierze rzeczywistej). Standardem w praktyce jest wykorzystanie stochastycznych réwnan
rozniczkowym i procesow dyfuzyjnych w mierze neutralnej wzgledem ryzyka do wyceny
aktywow i pasywow (np. rozdziat 7 w Weron, Weron (2007)) oraz modelu gtéwnych
sktadowych w mierze rzeczywistej do analizy zmian krzywej dochodowosci w czasie (np.
rozdziat 3.4 w McNeil et. al. (2005)). Takie podejscie ma swoje zalety (np. rozrdznienie
zmiennosci implikowanej i historycznej dla stop procentowych i mozliwos¢ wyboru innego
mechanizmu losowego - rozkladu czynnikdw generujacych zmiany stopy procentowej w

mierze rzeczywistej i neutralnej wzgledem ryzyka), ale ma tez oczywiste wady zwigzane z



wykorzystaniem dwdch réznych modeli (czesto niespdjnych i opartych na réznych
zalozeniach). W pracy tej przedstawiamy jeden spdjny model struktury terminowej stép
procentowych w mierze neutralnej wzgledem ryzyka i w mierze rzeczywistej, ktory jest
szacowany w oparciu o biezaca i historyczng informacje o strukturze terminowej stop
procentowych i moze by¢ jednoczesnie uzyty do biezacej wyceny aktywdw i pasywow oraz do
generowania realistycznych zmian krzywej dochodowosci w ustalonym przysztym okresie

czasu (i wyznaczenia wymogu kapitatowego z tytutu ryzyka stopy procentowej).

Proponujemy wykorzystanie dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej
typu G2++ z dowolnym rozktadem czynnikow w mierze rzeczywistej. Nasz model bazuje na
dwuczynnikowym gaussowskim modelu chwilowej stopy procentowej G2++, ktdry jest bardzo
popularny w teorii i w praktyce, patrz np. rozdziat 4 w Brigo, Mercurio (2006), Hibbert et. al.
(2001), rozdziat 3 w Andersen, Piterbarg (2010), Dai, Singleton (2000). Dwuczynnikowy
gaussowski model chwilowej stopy procentowej G2++ ma wiele zalet: a) wolna od ryzyka
chwilowa stopa procentowa modelowana jest przy pomocy liniowej kombinacji dwdch
czynnikow o prostych dynamikach opartych na dwdéch skorelowanych, powracajacych do
sredniej, procesach stochastycznych typu Ornsteina-Uhlenbecka, b) istnieja wzory analityczne
pozwalajgce wyceni¢ obligacje i instrumenty typu cap, caplet, floor, floorlet, swaptions, c)
dopasowanie cen teoretycznych do cen rynkowych jest zadawalajace (model G2++ pozwala
m.in. na odtworzenie rynkowej zmiennosci implikowanej dla instrumentéw pochodnych stopy
procentowej z garbem), d) zmiany stop spot i forward o r6znych terminach zapadalnosci nie sa
doskonale skorelowane i krzywa dochodowosci nie przesuwa si¢ rownolegle przy zadanych
szokach, e) funkcja wiarogodnosci dla czynnikdw i zaobserwowanych stop procentowych ma
posta¢ analityczna, f) zaobserwowane zmiany krzywej dochodowosci sa w duzym stopniu

wyjasnione przez oszacowany model. W konsekwencji, dwuczynnikowy gaussowski model



chwilowej stopy procentowej G2++ moze stanowi¢ punkt wyjscia do konstrukcji bardziej
zaawansowanych modeli stopy procentowej.

W klasycznym dwuczynnikowym gaussowskim modelu chwilowej stopy G2++ zaklada
sie, ze rozkiad czynnikOw generujacych zmiany stép procentowych i krzywej dochodowosci w
czasie jest dwuwymiarowym rozktadem normalnym w mierze neutralnej wzgledem ryzyka i w
mierze rzeczywistej. Stosujac model G2++ nalezy spodziewa¢ sie dobrego dopasowania
modelu w mierze neutralnej wzgledem ryzyka, tzn. dobrego dopasowania cen teoretycznych do
cen rynkowych dla obligacji i instrumentéw pochodnych. Dopasowanie modelu G2++ w
mierze rzeczywistej, tzn. stopien wyjasnienia przez model zaobserwowanych w czasie zmian
struktury terminowej stop procentowych, moze by¢ jednak niewystarczajacy (szczegoty
omawiamy w Rozdziale 3). Oznacza to, ze klasyczny model G2++ z rozktadem normalnym
czynnikdw w mierze neutralnej wzglgdem ryzyka i w mierze rzeczywistej jest odpowiedni do
biezacej wyceny aktywow i pasywow, ale nie powinien by¢ wykorzystywany do generowania
zmian krzywej dochodowosci w przysztosci i do wyznaczenia wymogu kapitatowego z tytutu
ryzyka stopy procentowej (i taka wiasnie sytuacja ma czesto miejsce w praktycznych
zastosowaniach). Proponujemy wigc dwuczynnikowy model chwilowej stopy procentowej typu
G2++, w ktorym rozkiad czynnikbw w mierze neutralnej wzgledem ryzyka pozostanie
dwuwymiarowym rozktadem normalnym, a rozktad czynnikbw w mierze rzeczywistej jest
dowolny (zaréwno rozktady brzegowe jak i struktura zaleznosci sa dowolne).

Celem jest modelowanie struktury terminowej wolnych od ryzyka stoép procentowych.
Wolna od ryzyka krzywa dochodowosci moze by¢ wyznaczana w oparciu o stopy swap lub
rentownosci obligacji skarbowych. Zgodnie z wytycznymi Europejskiego Urzedu Nadzoru
Ubezpieczen i Pracowniczych Programéw Emerytalnych, patrz EIOPA (2017), wolna od
ryzyka krzywa dochodowosci dla Polski powinna by¢ konstruowana w oparciu o rentownosci

obligacji skarbowych. W pracy tej oszacowalismy nasz dwuczynnikowy model chwilowej



stopy procentowej typu G2++ z dowolnym rozkladem czynnikbw w mierze rzeczywistej
wykorzystujac rentownosci obligacji skarbowych z rynku polskiego. Dwuwymiarowy rozkiad
normalny czynnikbw w mierze neutralnej okazat sie¢ wystarczajacy na potrzeby wyceny
obligacji i prostych instrumentéw pochodnych stopy procentowej. Jako dwuwymiarowy
rozktad czynnikdw w mierze rzeczywistej zidentyfikowalismy jednak rozkitad z brzegowymi
rozktadami t-Studenta i kopute t-Studenta o réznych stopniach swobody. W celu kalibracji
naszego modelu wykorzystalismy metode quasi-wiarogodnosci opisang w pracach Duffee
(2002), Fisher, Gilles (1996) i Ait-Sahalia, Kimmel (2010). Metoda kalibracji uwzglednita
informacje o zmianach struktury stép procentowych w czasie (potrzebne do generowania
realistycznych zmian krzywej dochodowosci w przysziosci) i biezacej strukturze stop
procentowych (potrzebne do biezacej wyceny aktywdw i pasywow). Rentownosci obligacji
skarbowych dla wszystkich dostepnych terminéw zapadalnosci zostaty wzigte pod uwage przy
kalibracji modelu. Przeprowadzilismy szczegbtowa analize dopasowania naszego
dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej typu G2++ w mierze rzeczywistej i
neutralnej wzgledem ryzyka. Nast¢pnie, nasz oszacowany model typu G2++ wykorzystalismy
do prognozy krzywej dochodowosci rentownosci polskich obligacji skarbowych w
perspektywie jednego roku. Dodatkowo, jako inny przykiad zastosowania modelu, na
podstawie prognozy krzywej dochodowosci wyznaczylismy wymadg kapitatowy dla ryzyka

stopy procentowej dla portfela obligacji.

W literaturze polskiej jest kilka prac podejmujacych temat oszacowania modeli stop
procentowych i krzywych dochodowosci. Nasz artykut jest najblizszy pracy Stamirowskiego
(2003) i zawiera rozszerzenie wynikow z tejze pracy. Stamirowski (2003) oszacowat
jednoczynnikowy model Vasicka (i model CIR) wykorzystujac informacje o historycznej i
biezacej strukturze stép procentowych dla rynku polskiego. Do wyznaczenia szeregu

czasowego chwilowej stopy procentowej wykorzystat model Svensona. Na podstawie



dostepnych na rynku rentownosci obligacji skarbowych oszacowal parametryczng posta¢
krzywej stop procentowych R(t,z) dla okresu zapadalnosci t (metoda najmniejszych
kwadratow), a nastepnie wyznaczyt granice R(t,z) dla T — 0, ktérg mozna interpretowac jako
chwilowa stope procentowa w chwili t. Majac szereg chwilowych stép procentowych (lub
raczej przyblizenie chwilowych stop procentowych), Stamirowski (2003) oszacowat parametry
jednoczynnikowego modelu Vasicka metoda najwickszej wiarogodnosci (w mierze
rzeczywistej i neutralnej wzgledem ryzyka). Wydaje si¢, ze model stopy procentowej i
podejscie do estymacji modelu przedstawione w naszej pracy sa lepsze z trzech powodow. Po
pierwsze, dwuczynnikowy model stopy procentowej doktadniej odzwierciedli biezacy ksztatt
krzywej dochodowosci, i w konsekwencji bedzie bardziej dokladny w kontekscie biezacej
wyceny aktywéw i pasywow i replikacji cen rynkowych. Po drugie, stosujac metode quasi-
wiarogodnosci mamy mozliwos¢ wyboru dowolnego rozkiadu czynnikbw w mierze
rzeczywistej, dzigki czemu nasz model w wiekszym stopniu wyjasni zaobserwowane w
przesztosci zmiany krzywej dochodowosci i w konsekwencji bedzie generowat bardziej
realistyczne zmiany krzywej dochodowosci w przysztosci. Po trzecie, zastosowana w naszej
pracy metoda estymacji oparta jest na funkcji wiarogodnosci dla szeregu czasowego
rentownosci obligacji, a nie na funkcji wiarogodnosci dla szeregu chwilowej stopy
procentowej. Nalezy podkresli¢, ze na rynku obserwujemy rentownosci obligacji skarbowych,
natomiast nie obserwujemy chwilowych stop procentowych. Nieobserwowalne chwilowe stopy
procentowe sg odtworzone z rentownosci wybranych obligacji jako element metody estymacji
modelu stopy procentowej, co zapewnia spOjna estymacje chwilowych stop procentowych i

parametrow modelu.

Nalezy takze wspomnie¢ o innych pracach zwigzanych z modelowaniem struktury
terminowej stop procentowych dla rynku polskiego. Waszkowski (2012) oszacowat krzywe

dochodowaosci dla rynku polskiego wykorzystujac modele Nelsona-Siegela i Svenssona. W



oparciu 0 oszacowane modele wyznaczyt chwilowg stope procentows, stosujac podobne
techniki jak Stamirowski (2003). Waszkowski (2012) nie dopasowywat jednak zadnego modelu
chwilowej stopy procentowej. Marciniak (2006) zastosowat funkcje sklejane (B-spline) do
estymacji krzywych dochodowosci. W pracy Marciniaka (2006) mozna znalez¢ doktadny opis
parametrycznych i nieparametrycznych metod estymacji krzywych dochodowosci. Oprdcz
estymacji krzywych dochodowosci Marciniak (2006) oszacowat model AR-GARCH dla zmian
rentownosci 5-letnich obligacji skarbowych. Wybdér modelu wskazuje na gruboogonowy
rozktad zmian rentownosci obligacji w czasie, co rdwniez potwierdza nasze badanie. Model
AR-GARCH nie zostat wykorzystany do prognozy krzywej dochodowosci (model dotyczyt
tylko rentownosci obligacji 5-letnich), ale do oceny wptywu nieoczekiwanych zdarzen na rynek
obligacji. Kliber (2009) poréwnat trzy metody estymacji krzywych dochodowosci: metode
Nelsona-Siegela, metode Svenssona i funkcje sklejane, wskazujac na przewage funkcji
sklejanych. Dodatkowo, Kliber (2009) wyznaczyt krzywa historycznych zmiennosci
rentownosci obligacji skarbowych dla roznych termindw zapadalnosci, jednak nie oszacowat
zadnego modelu probabilistycznego opisujacego zmiennos¢ rentownosci. Na koniec warto
wspomnie¢, ze model gtéwnych sktadowych dla krzywych dochodowosci dla rynku polskiego

zostat oszacowany w pracy Olszy (2012).

W literaturze zagranicznej jest wiele prac nt. modeli stop procentowych i krzywych
dochodowosci. Chcielibysmy zwrdci¢ uwage na jedna prace Cassala, Luis (2001), w ktorej
oszacowano dwuczynnikowy model Vasicka dla gospodarki niemieckiej wykorzystujac filtr
Kalmana i metode najwiekszej wiarogodnosci. Praca Cassala, Luis (2001) jest bliska naszej
pracy, my jednak dopuszczamy dowolny rozktad czynnikow w mierze rzeczywistej i stosujemy

funkcje quasi-wiarogodnosci, co jest bardzo waznym uog6lnieniem.

W Rozdziale 2 omoéwimy dwuczynnikowy gaussowski model chwilowej stopy
procentowej G2++ i metode estymacji w oparciu o funkcj¢ wiarogodnosci. W Rozdziale 3
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wprowadzimy dwuczynnikowy model chwilowej stopy procentowej typu G2++ z dowolnym
rozkiadem czynnikéw w mierze rzeczywistej i zaproponujemy kalibracje modelu w oparciu o
funkcje quasi-wiarogodnosci. W Rozdziale 4 przedstawimy wyniki kalibracji naszego model
dla rynku polskiego i analiz¢ dopasowania modelu w mierze rzeczywistej i neutralnej
wzgledem ryzyka. W Rozdziale 5 zaprezentujemy prognoze dla krzywej dochodowosci
rentownosci polskich obligacji w perspektywie jednego roku i pokazemy jak wyznaczy¢
warto$¢ rynkowa przyktadowego portfela obligacji i wymdg kapitatowy z tytutu ryzyka stopy

procentowej dla portfela obligacji.

2. Dwuczynnikowy gaussowski model chwilowej stopy procentowej G2++

W Rozdziale 2.1 wprowadzimy dwuczynnikowy gaussowski model chwilowej stopy
procentowej G2++ i przedstawimy podstawowe wiasnosci chwilowej stopy procentowej i jej
czynnikow, ktdére potrzebne sg w procesie estymacji i analizy wynikow modelu G2++,
Szczegbtowy opis dwuczynnikowego gaussowskiego modelu G2++, wraz ze wszystkimi
podanymi ponizej formutami matematycznymi, mozna znalez¢ np. w rozdziale 4 w Brigo,
Mercurio (2006). W Rozdziale 2.1 korzystamy z podstawowych poje¢ z matematyki finansowej
i procesOw stochastycznych, ktore sa dobrze wyjasnione np. w ksigzkach Werona, Werona
(1999) lub Jakubowskiego et. al. (2003). W Rozdziale 2.2 omdéwimy metode estymacji
parametrow dwuczynnikowego gaussowskiego modelu G2++ przy uzyciu funkcji
wiarogodnosci, ktéra zostata zaproponowana w pracach Fisher, Gilles (1996), Duffee (2002),

Ait-Sahalii, Kimmela (2010), i ktéra zastosowalismy w naszym badaniu.

2.1 Dynamika chwilowej stopy procentowej i czynnikow chwilowej stopy

procentowej w modelu G2++
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W matematyce finansowej zaklada si¢, ze dynamika wartosci wolnego od ryzyka

rachunku oszczednosciowego opisana jest rownaniem

dB(t)

50 = r(t)dt,

gdzie r jest procesem wolnej od ryzyka chwilowej stopy procentowej. Pojecie wolnego od
ryzyka rachunku oszczednosciowego jest pojeciem abstrakcyjnym i nie nalezy utozsamiaé
rachunku B z rachunkiem w komercyjnym banku. Pojg¢cie wolnej od ryzyka chwilowej stopy
procentowej jest rOwniez pojeciem abstrakcyjny, ale czgsto stope r utozsamia sie ze stopa
overnight O/N. W dwuczynnikowym modelu chwilowej stopy procentowej opisujemy
chwilowa stope procentowa r przy uzyciu dwoch skorelowanych markowskich proceséw x iy.
Oznacza to, ze w dwuczynnikowym modelu chwilowej stopy procentowej rentownosci
obligacji, w konsekwencji struktura terminowa stop procentowych, oraz ceny wszystkich
instrumentow pochodnych stopy procentowej zaleza od biezacych wartosci dwdch czynnikdw
X i y. Na potrzeby wyceny obligacji i instrumentéw pochodnych oraz modelowania zmian
struktury terminowej stop procentowych w czasie musimy zdefiniowa¢ dynamiki chwilowej
stopy procentowej i jej dwoch czynnikow w mierze neutralnej wzgledem ryzyka i w mierze
rzeczywistej.

Niech t oznacza moment analizy ceny obligacji, T moment wykupu obligacji, T = T —
t termin zapadalnosci obligacji, T* horyzont czasowy badania.

W tym rozdziale rozwazamy klasyczny dwuczynnikowy gaussowski model chwilowej
stopy procentowej G2++. Zgodnie z Brigo, Mercurio (2006) zaktadamy, ze dynamika

chwilowej stopy procentowej w mierze neutralnej wzglgdem ryzyka jest dana réwnaniami

r(t) = x(t) + y(t) + ¢ (t), 0<t<TH (2.1)
dx(t) = —ax(t)dt + odWS2(t), 0<t<T* (2.2)
x(0) = Tos
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dy(t) = —by(t)dt +ndw,2 (t), 0<t<T (2.3)
y(0) =0,
o(t) = fotse‘a(t‘”) dv, 0<t<Tr (2.4)

gdzie (WlQ,WZQ) jest dwuwymiarowym ruchem Browna (w mierze neutralnej wzgledem
ryzyka) ze wspoétczynnikiem korelacji p. Parametry a, b, o, n, € sa statymi dodatnimi,
natomiast r, € R, p € [—1,1]. Mozna pokaza¢ (rozdziat 4.2.5 w Brigo, Mercurio (2006)), ze
model G2++ (2.1)-(2.4) jest rbwnowazny dwuczynnikowemu modelowi Vasicka, w ktorym

dynamika chwilowej stopy procentowej opisana jest rownaniami

dr(t) = (e + q(t) — ar(t))dt + GdW2(t) 0<t<T (2.5)
r(0) = o,
dq(t) = —bq(t)dt + GdW,2(t) 0<t<T (2.6)
q(0) =0,

gdzie (VT/lQ,VT/ZQ) jest dwuwymiarowym ruchem Browna (w mierze neutralnej wzgledem

ryzyka) ze wspotczynnikiem korelacji p, oraz

5:\/02+n2+2p0n, 7 =n(a — b), ﬁ:%.
Parametry modelu (2.5)-(2.6) sa tatwiejsze w interpretacji niz parametry modelu (2.1)-(2.4),
jednakze w zastosowaniach praktycznych moze zaistnie¢ potrzeba estymacji trzyczynnikowego
modelu chwilowej stopy procentowej, i wtedy model (2.1)-(2.4) moze by¢ w prosty sposéb
poszerzony o trzeci czynnik.

Cena wolnej od ryzyka kredytowego obligacji zerokuponowej w chwili t z momentem

wykupu T (z terminem zapadalnosci T = T — t ) w modelu G2++ (2.1)-(2.4) dana jest wzorem
P(U,t,T.0) = E |~ "% |x(2), y(t)

=exp[—v, (t,7,0) — y(z,0) U], 0<t<T<T, (2.7)
gdzie

12



U, = [x(t),y(O]",
0 =[a,b,o,np, ],

1—e—aT 1_e—br]T
1

}'(T, 0) = [ a ' b

]/O(t,‘l.', 0) = 2(‘[ + e (e—ar _ 1))

a

2 2
o 2 _ 1 _ 3 2 _ 1 _ 3
——(T+—€ at _ ~ o, ZaT__) _77_2(,[_'__6 bt _ — o Zb‘r__)
2a?2 a 2a 2a 2b b 2b 2b
o e—aT_1 e—bt_q1 e—(a+b)‘r_1
—p a (T + + — )
ab a b a+b

Ze wzoru (2.7) wynika, ze rentownos¢ obligacji z terminem zapadalnosci T przed urocznieniem
jest funkcja afiniczng czynnikéw x(t) oraz y(t), tzn.

g, t,7,0) = —In[P(U,, t,t +7,0)] = y,(t,7,0) +y(7,0)"U,, 0<t<T<T* (2.8)
Rentownos¢ obligacji w stosunku rocznym wyraza si¢ wzorem M. W pracy tej zawsze

rozwazamy i przedstawiamy rentownosci przy kapitalizacji ciaglej. Funkcja T_)M

opisuje strukture terminowa wolnych od ryzyka stép procentowych na moment t. Zauwazmy,
7€
lim_o S50 = 1 (p), 0<t<T<T" (2.9)
W celu analizy historycznych zmian rentownosci obligacji i struktury terminowej stop
procentowych musimy zdefiniowa¢ dynamike chwilowej stopy procentowej w mierze
rzeczywistej, ktora jest rbwnowazng miarg probabilistyczng dla miary neutralnej wzgledem
ryzyka. Z matematycznego punktu widzenia musimy zastosowa¢ technike zamiany miary
probabilistycznej dla ruchéw Browna, ktore pojawiaja sie w rownaniach (2.2)-(2.3). Zgodnie z
tw. Girsanowa proces W jest ruchem Browna wzgledem pewnej miary probabilistycznej

rownowaznej mierze neutralnej wzglgdem ryzyka Q jezeli jest postaci

dw (t) = dw?(t) — n(t)dt, (2.10)
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gdzie m jest pewnym procesem stochastycznym. Stosujac (2.10) w réwnaniach (2.2)-(2.3)
dostaniemy dynamiki czynnikdw x i y w mierze rownowaznej. Proces m nalezy wybra¢ tak, aby
dynamiki czynnikbw x i y w mierze rzeczywistej w najwyzszym stopniu wyjasniaty
zaobserwowane zmiany struktury terminowej stop procentowych. Oczywiscie na potrzeby
estymacji modelu G2++ musimy ustali¢ posta¢ procesu 7. Dwie najprostsze mozliwosci, ktore
zapewniaja, ze dynamiki czynnikdw X i y w mierze rzeczywistej beda takiej samej postaci jak
dynamiki w mierze neutralnej wzgledem ryzyka, to wybor m,(t) = 2, lub 7, (t) = Alm (i
analogicznie dla 7, (t)). W naszym badaniu wybralismy m, (t) = A, im,(t) = A,. Jest to forma
zamiany miary wybrana rowniez w pracach Dai, Singleton (2000), Ait-Sahalii, Kimmela (2010)
i Stamirowskiego (2003).

Dynamika procesu chwilowej stopy procentowej w mierze rzeczywistej jest wigc dana

rownaniami
r(t) = x(t) + y(t) + ¢ (1), 0<t<T" (2.11)
dx(t) = (A 0 — ax(t))dt + odW, (t), 0<t<TH (2.12)
x(0) =y,
dy(t) = (A,n — by(¢t))dt + ndW,(t), 0<t<T* (2.13)
y(0) =0,
o(t) = [ et dy, 0<t<T (2.14)

gdzie (W; ,W, ) jest dwuwymiarowym ruchem Browna (w mierze rzeczywistej) ze
wspotczynnikiem korelacji p.
Warunkowy rozklad zmiennej U, = [x(t),y(t)]" pod warunkiem Ug = [x(s), y(s)]”

W mierze rzeczywistej jest dwuwymiarowym rozktadem normalnym o parametrach

E{x(0)|x(s)} = p(s,t,8) = x(s)e~a=) + l17"(1 —e =) 0<s<t<T,

E{y®)ly(s)} = p,(s,t,8) = y(s)e 29 + 127"(1 —ePE9)) 0<s<t<T
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—~ 2
Var{x(t)|x(s)} = a,?(s, t, 0) = Z—a(l - e‘za(t‘s)) , 0<s<t<Tr

Var{y(®)ly(s)} = 0%(s,t,0) = 5(1 _ em2b(e=9), 0<s<t<T

cov{x(t),y(£)|(x(s),y(s)}

:COny(Sa t:é) = p%(l — e—(a+b)(t—s))’ 0<s<t<T* (2.15)

gdzie 8 = [a,b,0,7,p, & 11, 2,17 = [07, 24, 1,]".

Warto wyjasnic jaka role petnig parametry (44, 4,) z ekonomicznego punktu widzenia.
Mowimy, ze parametry (4;,4,) odzwierciedlaja rynkowe premie za ryzyko zwigzane z
inwestycja w obligacje w stosunku do inwestycji na rachunku oszczednosciowym, na ktorym
zarabiamy wolng od ryzyka chwilowg stope procentows. Miara neutralna wzgledem ryzyka jest
to taka miara, wzgledem ktdrej zdyskontowany proces ceny obligacji jest martyngatem.
Poniewaz modelujemy chwilowa stope procentows, czynnik dyskontujacy za okres [O,t]

r(v)dv

t
przyjmuje postac e~ o . Z twierdzenia o reprezentacji martyngatu zdyskontowany proces

proces ceny obligacji o terminie wykupu T musi wiec by¢ opisany réwnaniem

d(e‘fot ’”(")d"p(t,f))

) = 9, ()dW2(t) + 9,()dW2(t), o0<t<T.
(e—fo T(v)va(t,’I_‘))

Stosujac formute 1t do wzoru (2.7) mozemy wywnioskowac, ze

%’}T)) =r(t)dt

— (T - t,0;1)adWS2(t) — y(T —t,0;2)ndW,2(t), 0<t<T, (2.16)
gdzie y(T — t,0;1),y(T — t, 6; 2) sa odpowiednio pierwszymi i drugimi sktadowymi wektora
y(T —t,8). Wyprowadzenie dynamiki (2.16) w przypadku modelu jednoczynnikowego
mozna znalez¢ np. na s. 230 w ksigzce Jakubowskiego et. al. (2003). Dokonujac zamiany miary

neutralnej wzgledem ryzyka na miare rzeczywista w réwnaniu (2.16), zgodnie z rdwnaniami

(2.12)-(2.13), dostajemy dynamike ceny obligacji
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dr(t,T)
P(t,T)

=) — y(T-1t,0;1)01, — y(T —t,0;2)n1,)dt
—¥(T —t,0;1)5dW,(t) — y(T —t,0;2)ndW,(t), 0<t<T.

Widzimy teraz, ze wyrazenie —y(T —t,0;1)oA, — y(T —t,0;2)n, opisuje chwilowa
premie za ryzyko zwiazana z inwestycja w obligacje o terminie zapadalnosci T-t, tzn. nadwyzke
w chwili t oczekiwanej chwilowej stopy zwrotu z inwestycji w obligacje o terminie
zapadalnosci T-t ponad wolna od ryzyka chwilowa stope procentowa, ktéra mozemy zarobié
na rachunku oszczednosciowym. Wyrazenie to powinno przyja¢ wartos¢ dodatnig, tzn.
parametry 1,, A, powinny by¢ ujemne.

Rozwazmy nastepujace wyrazenie

e ft’T r(v)dv

E

7 lx(®), ¥(t)|, (2.17).
EQle )t T (1) y(¢)

T
Zauwazmy, ze 1/EC[e )t "M% |x(¢), y(¢)] okresla catkowita stope zwrotu z inwestycji w

_ T
obligacje o terminie zapadalnosci T-t, natomiast ele "4

okresla catkowita stope zwrotu z
inwestycji na wolnym od ryzyka rachunku oszczednosciowym w okresie od t do T. W
konsekwencji, wyrazenie (2.17) opisuje catkowita premig za ryzyko zwiazang z inwestycja w
obligacje o terminie zapadalnosci T-t, tzn. oczekiwana catkowita nadwyzke stopy zwrotu z
inwestycji w obligacje o terminie zapadalnosci T-t w poréwnaniu ze stopa zwrotu uzyskana
poprzez inwestycje na rachunku oszczednosciowym zgodnie z wolng od ryzyka chwilowa stopa
procentowa w tym samym okresie czasu. Oczywiscie liczymy wartos¢ oczekiwang w (2.17)
wzgledem miary rzeczywistej poniewaz interesuje nas rzeczywisty zysk, ktory osiggniemy. W

modelu G2++, wykorzystujac (2.15), mamy zaleznosé¢

r(v) =r%(v) +’11—”(1 — e~2(v-0) +’12—"(1 — e7P-0), 0<t<v<T*
a b

16



gdzie stopa r? opisana jest przy pomocy dynamik (2.1)-(2.4) i zadanych wartoéciach

startowych x(t), y(t). Dostaniemy wiec

E e—ffr(v)dle(t),y(t) — e—ftT(y(T—v,G;l)all+ y(T—v,G;Z)an)dvEQ e_ftTTQ(U)dle(t),y(t) .

Ostatecznie, catkowita premia za ryzyko zwigzang z inwestycja w obligacje o terminie

zapadalnosci T-t w dwuczynnikowym gaussowskim modelu G2++ wynosi

e ft’T r(v)dv

E |x(t),y(t) — e—ff(y(T—v,0;1)0/11+ y(T—v,G;Z)an)dv’ (2.18)

T
EQle~ It T (1) y(t)

co jest zgodne z wczesniejsza interpretacja wyrazenia —y (T — t,0;1)oA, — y(T — t,0;2)nA,

jako chwilowej premii za ryzyko. W pracy bedziemy estymowali wyrazenie

e f?r(v)dv
in| 5|— (0 y(0)
eIt T ) |

- , (2.19)

T-t

|52

co odpowiada urocznionej premii za ryzyko przy kapitalizacji ciagtej.

2.2 Estymacja modelu G2++ metoda najwiekszej wiarogodnosci

Danymi wejsciowymi jest szereg czasowy cen obligacji lub rentownosci obligacji o
terminach zapadalnosci 7;,7,,73,...,Tx. O ile nie wskazano inaczej, przez rentownosci
obligacji rozumie¢ bedziemy rentownosci przed urocznieniem przy kapitalizacji ciagtej, patrz
wzor (2.8). Model G2++ dopasowujemy w ten sposob, zeby rentownosci obligacji w
oszacowanym modelu dla dwoch wybranych terminéw zapadalnosci 7,7, dokladnie
replikowaly historyczne rentownosci tych obligacji, oraz zeby rentownosci obligacji w
oszacowanym modelu dla pozostatych terminéw zapadalnosci s, ..., T, byty mozliwie blisko
historycznym rentownosciom tych obligacji.

Rozwazmy najpierw szereg czasowy rentownosci g obligacji o wybranych dwéch

terminach zapadalnosci 7, oraz t,. Dysponujac rentownosciami obligacji w chwili t dla dwdch
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termindw zapadalnosci 7, oraz 7, mozemy uzyska¢ wartosci nieobserwowanych czynnikow

x(t) oraz y(t). Postugujemy si¢ réwnaniem (2.8). Musimy rozwigza¢ uktad rownan

{ g(U, t,74,0) = yo(t, 74,0) + y(1,,0)"U,
g(U, t,7,5,0) = yo(t, 75, 0) +y(1,,0)TU,

Dostajemy wektor wartosci czynnikow
U, = [r(6)] '[g, - To(t 0)], (2.20)

gdzie

=[]

Yo(t 71, 0)]’

Fo(t.0) = [Vo (t,72,0)

5= [Gwne o)

W kolejnym kroku musimy znalez¢ rozkltad prawdopodobienstwa (w mierze
rzeczywistej) dla wektora rentownosci g,. Niech t i s bedg dwoma momentami czasu i s < t.
Znamy warunkowy rozklad prawdopodobienstwa wektora U, pod warunkiem U,. Na
podstawie (2.15) ma on dwuwymiarowy rozktad normalny o wektorze wartosci oczekiwanych

M oraz macierzy wariancji-kowariancji X

M(s tﬁ):lﬂx(s’t’?,) 0<s<t<T
- w,(s,t.9)] ~ ’

0?2 (s, t, 5) COVyy, (s, t, 5)

covy(5.6.8)  03(s.4.8) ss<isT. @2

%(s,t,) = [

Dzigki (2.20) znamy takze zaleznos¢ pomigdzy zmienng losowa U, a rentownosciami obligacji
g:- Mozemy wiec wyznaczy¢ warunkowy rozkiad prawdopodobienstwa zmiennej losowej g,
pod warunkiem g, wykorzystujac twierdzenie o odwzorowaniu gtadkim dla zmiennych
losowych o zadanej funkcji gestosci (rozdziat 5.5 w Jakubowski, Sztencel (2001)). Funkcja

gestosci f; rozkladu warunkowego g.|g; jest postaci
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f3(g:lgs) = fu (X (@)1 [g; — To(t, I (6)1*Lgs — Lo (s, 6]
- [det[{[r(6)]'[g. — To(t, )1}]I, 0<s<t<T,
gdzie f; jest funkcja gestosci rozktadu warunkowego U, |U;. Liczac pochodng przeksztatcenia
liniowego dostajemy
f3(gelgs) = fu(IT (@)1 [g; — To(t, OIIT(8)]~*Lgs — Lo (s, O)D) -
- | det[T(0)] 1, 0<s<t<T.
Podstawiajac funkcje gestosci rozktadu normalnego z parametrami (2.21) oraz wprowadzajac

rozszerzony zbior parametréw 8, funkcja gestosci f, (gl gs) dana jest wzorem

fg(gtlgs)
_ 1 exp(—5 (U~ M(s.,8)) 2(s.6.8)" (U, - M(s.£.8)))
21 /detZ(s, t, 5)
| det[r@)] ], 0<s<t<T, (2.22)
gdzie

~.1—1 ~
U, =[r®)] [g.-To(t 8)]
Liczac granice t — oo we wzorach (2.21), otrzymamy momenty rozktadu stacjonarnego

rozktadu f; (g) postaci

o
M(B) = [ux(e)l _ lT |

uy(8)] (421
b
_ [ o |
2(5):[ 07(8) covy(®)]|_| 2a Pa+b|
SRCA rbl
covy, ()  o2(0) on n
Pa+b  2b

Ostatni etap to konstrukcja funkcji wiarogodnosci dla szeregu czasowego rentownosci
obligacji. Zatozmy, ze obserwujemy rentownosci obligacji o terminach zapadalnosci 7, oraz t,

w momentach to, ¢4, ..., t,,. Wektory rentownosci dla tych obligacji sa rowne g¢,, g¢,, .-, 9t,,-
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Wykorzystujac (2.22), funkcja wiarygodnosci dla szeregu rentownosci obligacji dla terminow

zapadalnosci T, oraz T, w dwuczynnikowym gaussowskim modelu G2++ przyjmuje postac

L15(Gtg: Gty 9t,) = f3(9ey) - nfg(gti'gti_l) =
i=1

1 1 ~\T -1 ~ -1
:—'ex (—— tO_ 0 0 tO_ 0 )'lde 0 |
w3 (0 M0) 50 (0 M@ 4O

n

1

1 ~\T ~ ~
: -exp(— E(Uti — M(t;_1,t;,0)) E(ti—1,t;,0)* (U, — M(t;_1, 1, 6)))
i=1 27‘[\/det2(ti_1, ti,a)

| det[r(@)] |

Zaktadamy, ze obserwacja g, pochodzi z rozkladu stacjonarnego. Logarytm funkcji

wiarogodnosci jest rowny

IN[L15(Iep Gy Ge)] = INLF (e + D Inlfy (g9, )]

= — (n+1)In(2n) —%In[detz(ﬁ)] —%(Uto - M(T9'))TZ('9)_1 (v, —M(8))

+ (n+1)- |n[|det[r([9')]‘1|] _% T'l_ In[det=(t;_4,t;,0)]
_% n (Uti —M(t;_q, t;, b'))Tz(ti_l, 1:1-,19')_1 (Uti —M(t;_q, t;, b')). (2.23)

Rozwazmy teraz szereg czasowy rentownosci h obligacji o pozostatych terminach
zapadalnosci 7s,..., Tx. Zatozmy, ze obserwujemy rentownosci obligacji o terminach
zapadalnosci ts,..., Ty W momentach t, tq, ..., t,,. Wektory rentownosci dla tych obligacji sa
réwne hy,, Ry, ..., h, . Przy ustalonym zestawie parametréw 8 = [a, b, a,7, p, €, 4;, 1,17 oraz
wartosciach procesu U,, na podstawie (2.8) mozemy wyznaczy¢ prognozowane rentownosci

dla tych obligacji zgodnie ze wzorem

h(U, t,7,0) =y,(t,7,0) +y(r,0)TU,, 0<t<t+t<T*1T=13,.., Tk
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Oczywiscie tak wyznaczone rentownosci h nie beda sie pokrywaly z historycznymi
rentownosciami h. Przyjmujemy zatozenie, ze dla kazdego terminu zapadalnosci 7; réznica
pomiedzy zaobserwowang uroczniong rentownoscia I prognozowang uroczniong rentownoscia
ma rozklad normalny o wartosci oczekiwanej zero i wariancji 5]-2. Dodatkowo zaktadamy, ze
btedy dopasowan sa niezalezne w kolejnych okresach obserwacji i niezalezne pomigdzy
terminami zapadalnosci. Zatozenie dotyczace rentownosci o terminach zapadalnosci ts,..., Tx
jest intuicyjnie jasne i jest zgodne z podejsciem zaproponowanym przez Chena i Scotta (1993),
zgodnie z ktorym rentownosci obligacji o terminach zapadalnosci t,, T, Sa obserwowane bez
bteddw, natomiast rentownosci obligacji o pozostatych terminach zapadalnosci ts,..., Tx Sa
obserwowane z bledami. Zalozenie to jest zgodne z obowigzujacym przekonaniem, ze
kwotowane ceny obligacji sa obarczone szumem rynkowym i sg r6zne od cen fundamentalnych.
Mozemy wigc zapisa¢ funkcje wiarogodnosci dla szeregu rentownosci obligacji hyy, hy,, ..., he,

o0 terminach zapadalnosci g, ..., Tx W momentach ¢, t4, ..., t,. Otrzymujemy

In[Lz,'é(hto’ h,, ... ’htn)] = —%(n +1)(K-3+1)In(2r) — (n + 1) 213 In(5j2)

T

2
Yo (tiyfj,9)+y(‘rj,G)TUi—h(Ut,tiv‘rj,G)>

DA S < (2.24)

26%
Ostatecznie, logarytm funkcji wiarogodnosci dla szeregu czasowego rentownosci
obligacji o terminach zapadalnosci t,,7,,73,..,Tx jest suma logarytméw funkcji
wiarogodnosci (2.23) i (2.24), tzn.
In[Lg(gey Gty Gy Ry Bty o R )]
=1n[L,5(gey Gtyr 1 92,)| + IN[Lyg(Rey Beyr o B )], (2.25)
gdzie @ =1[ab,o,1n,p &M, 25085 ...6¢". W celu wyznaczenia parametrow
dwuczynnikowego gaussowskiego modelu chwilowej stopy procentowej G2++

maksymalizujemy funkcje (2.25) wzgledem wektora parametrow .
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Podkreslmy, ze analizujac rentownosci obligacji w danym momencie czasu mozemy
wnioskowa¢ o parametrach modelu stopy procentowej w mierze neutralnej wzgledem ryzyka
(ktdry jest potrzebny do wyceny aktywdw i pasywow), analizujagc zmiany rentownosci obligacji
w czasie mozemy wnioskowac o parametrach modelu stopy procentowej w mierze rzeczywistej
(ktéry jest potrzebny do prognozy zmian struktury terminowej stop procentowych).
Maksymalizujagc funkcje wiarogodnosci (2.25) dostajemy jednoczesnie 0szacowania
parametrow dynamiki chwilowej stopy procentowej i dynamiki dwoch czynnikéw x iy w
mierze neutralnej wzgledem ryzyka (a,b,0,1n,p,€) i w mierze
rzeczywistej (a,b, 0,1, p, €, 44, 1,). Parametry (J3,...,6¢) nie sa wykorzystywane w
zastosowaniach modelu. Potrzebne sg one do konstrukcji funkcji wiarogodnosci i opisuja
odchylenia standardowe btedéw estymacji urocznionych rentownosci obligacji o terminach
zapadalnosci 73, ..., Tx W kolejnych momentach obserwacji. Parametry (&5, ..., 8x) Stuza wiec
jedynie do oceny dopasowania modelu w mierze neutralnej wzgledem ryzyka.

W rozdziale tym przedstawilismy metode¢ estymacji dwuczynnikowego modelu
chwilowej stopy procentowej. Model dwuczynnikowy moze by¢ rozszerzony do modelu
trzyczynnikowego, ktdry moze by¢ estymowany w analogiczny sposob, patrz Ait-Sahalia,

Kimmel (2010).

3. Dwuczynnikowy model chwilowej stopy procentowej typu G2++ z

dowolnym rozkladem czynnikow w mierze rzeczywistej

Oszacowany dwuczynnikowy gaussowski model chwilowej stopy procentowej G2++
bedzie mogt by¢ wykorzystany do biezacej wyceny aktywdw i pasywow i do prognozy krzywej
dochodowaosci wytacznie w sytuacji, gdy oszacowany model G2++ bedzie dobrze dopasowany
do danych, tzn. gdy czynniki x i y beda mogly by¢ opisane dynamikami Vasicka w mierze

neutralnej wzglgdem ryzyka (2.1)-(2.4) i w mierze rzeczywistej (2.11)-(2.14).
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Rozwazmy dopasowanie dwuczynnikowego gaussowskiego modelu chwilowej stopy
procentowej G2++ w mierze neutralnej wzgledem ryzyka. Dwuczynnikowy gaussowski model
G2++ bedzie dobrze dopasowany w mierze neutralnej wzgledem ryzyka jezeli ceny obligacji
wyznaczone zgodnie ze wzorem (2.7), przy parametrach otrzymanych w wyniku
maksymalizacji funkcji (2.25), beda bliskie historycznym cenom obligacji dla wszystkich
momentéw t, ty, ..., t, | termindw zapadalnosci 74, 75, T3, ..., T . Przedstawiona w poprzednim
rozdziale metoda estymacji zapewnia, ze ceny obligacji w oszacowanym modelu G2++ beda
pokrywaty si¢ z historycznymi cenami obligacji dla termindéw zapadalnosci 74, 7,, wiec biad
dopasowania cen obligacji nalezy zweryfikowaé¢ dla obligacji dla termindéw zapadalnosci
T3, ..., Tg. DOpasowanie dwuczynnikowego gaussowskiego modelu G2++ w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka powinno by¢ dobre, przynajmniej dla wiekszosci termindéw zapadalnosci.
Jest to zwiazane z faktem, ze historycznie obserwowane krzywe dochodowosci sa gtadkie, a
funkcja T = g(.,t, t,.) rentownosci obligacji w modelu G2++ (2.8) jest na tyle elastyczna, ze
dopasowujac ja do rentownosci dla dwdch skrajnych termindéw zapadalnosci 4, T, powinnismy
takze by¢ w stanie odtworzy¢ z matym biedem rentownosci dla terminéw zapadalnosci
pomiedzy t, i 75, oraz w okolicy 74, 7,.

Watpimy jednak w dobre dopasowanie dwuczynnikowego gaussowskiego modelu
chwilowej stopy procentowej G2++ w mierze rzeczywistej. W sytuacji, gdy dysponujemy
rentownosciami obligacji w momentach czasu rowno oddalonymi od siebie 0 maty interwat
czasowy A, wtedy dynamiki czynnikéw w czasie cigglym (2.12)-(2.13) moga byc¢ przyblizone
poprzez rownania rekurencyjne w czasie dyskretnym. Stosujac schemat Eulera (patrz rozdziat
4.7.3 w Korn et. al. (2010)) dostaniemy nastepujace dynamiki czynnikbw w mierze
rzeczywistej

x(t +A) — x(t) = (A0 — ax(t))A + oVAey(t), t =ty ... tn 1,

x(0) =1y,
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y(t +4) —y(t) = (An — by(EO)A+nVVey(t),  t =ty .., byy,

y(0) =0,
gdzie  (&(t), &2(t))¢=¢,,.t,., Jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o
dwuwymiarowym standardowym rozktadzie normalnym i wspéiczynniku korelacji p. Metoda
estymacji dostarczy nam oszacowania czynnikéw x i y. Dwuczynnikowy gaussowski model
G2++ Dbedzie wiec dobrze dopasowany w mierze rzeczywistej jezeli przy oszacowanych
parametrach reszty

f(t+A)—f(t)—(ila—af(t))A

R, (t) = P~ , t=tg, .., th1,
_ 9(t+80)—9(0)-(AH-by(£)A _
R,(t) =2 4 ﬁﬁ” AL t =ty .., tyo1, (3.1)

beda tworzyty cigg niezaleznych zmiennych losowych o dwuwymiarowym standardowym
rozktadzie normalnym i wspdiczynniku korelacji p. Spodziewamy sie, ze warunek ten nie
bedzie spetniony w praktyce poniewaz zmiany struktury terminowej stép procentowych w
czasie moge by¢ generowane przez mechanizm losowy bardziej wyrafinowany niz
dwuwymiarowy rozkiad normalny. Dlatego proponujemy wykorzystanie dwuczynnikowego
modelu chwilowej stopy procentowej typu G2++ z dowolnym rozkiadem czynnikéw i
zastosowanie metody quasi-wiarogodnosci.

Metoda quasi-wiarogodnosci zostata zaproponowana przez White’a (1982) i obecnie
stanowi standardowa metode estymacji szeregéw czasowych. Estymacja szeregu czasowego z
wykorzystaniem metody quasi-wiarogodnosci polega na tym, ze najpierw Szacowane Sg
parametry szeregu czasowego przy zatozeniu, ze szum jest z rozkladu normalnego, a nastgpnie
dopasowywany jest odpowiedni rozkiad do reszt w modelu szeregu czasowego (patrz np.
rozdziat 4.3.3 w McNeil et. al. (2005). Takie samo podejscie proponujemy zastosowac¢ do
kalibracji dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej typu G2++ z dowolnym

rozktadem czynnikow w mierze rzeczywistej. W sytuacji, gdy stosujemy metode najwickszej
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quasi-wiarogodnosci, funkcja (2.25) nie jest prawdziwg funkcjg wiarogodnosci obserwacji, a
jedynie kryterium optymalizacyjnym zblizonym do funkcji wiarogodnosci. W konsekwenciji,
stosujac metode najwickszej quasi-wiarogodnosci nalezy zadba¢ o sprawdzenie czy wyniki
kalibracji sg sensowne.

Podsumowujac, w pracy tej jako model struktury terminowej stop procentowych
proponujemy dwuczynnikowy model chwilowej stopy procentowej typu G2++ z dowolnym
rozkladem czynnikbw w mierze rzeczywistej. W naszym modelu cena wolnej od ryzyka
kredytowego obligacji zerokuponowej o terminie zapadalnosci t dana jest wzorem (2.7), czyli

P(U, t t+1,0) =exp[—y, (t,7,0) — y(r,0)"U,], t =ty ..t
natomiast dynamiki czynnikdw x i y w mierze rzeczywistej dane sa réwnaniami

x(t +4) — x(t) = (A0 — ax(t))A + oVAZL(t), t =ty ... tn 1,

x(0) =1y, (3.2)
y(t +4) = y(t) = (A1 — by(t))A + nVVZ,(t), t =ty ty_1,
y(0) =0, (3.3

gdzie (Z1(t),Z2(t))¢=¢,..t,_, J€St ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o dowolnym
dwuwymiarowym rozktadzie. Parametry (a,b,o0,n,p,€,4,,4;,) sa kalibrowane poprzez
maksymalizacje¢ funkcji quasi-wiarogodnosci (2.25), parametry dwuwymiarowego rozkladu
(Z,,Z,) sa kalibrowane w wyniku analizy statystycznej otrzymanych reszt (3.1). Uzywamy
teraz zwrotu ,,kalibracja”, a nie ,,estymacja”, poniewaz wydaje si¢ by¢ to bardziej odpowiedni
zwrot w kontekscie zaproponowanej metody. W funkcji quasi-wiarogodnosci (2.25)
warunkowe momenty wyznaczone w modelu z czasem ciggtym z ruchem Browna (2.12)-(2.13)
mozemy zastapic, stosujac dyskretyzacje Eulera, warunkowymi momentami wyznaczonymi w
modelu z czasem dyskretnym z dowolnym rozktadem szumu (3.2)-(3.3). Dla matego interwatu
czasowego A, roznica w warunkowych momentach czynnikow x i y w modelu ciggtym i

dyskretnym bedzie zaniedbywalna.
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Usunigcie zalozenia o dwuwymiarowym rozkladzie normalnym jako rozkladzie
generujacym zmiany krzywej dochodowosci w czasie jest kluczowe dla wielu zastosowan
praktycznych. Wybierajac najlepszy mozliwy rozkiad dla czynnikéw x i y mozemy teraz
generowac realistyczne zmiany krzywej dochodowosci w przysztosci, odpowiadajace zmianom
zaobserwowanym w przesztosci, i wyznaczy¢ poprawny wymoég kapitatowy z tytutu ryzyka
stopy procentowej. Nasza modyfikacja dwuczynnikowego gaussowskiego modelu chwilowe;j
stopy procentowej G2++ zapewniamy wigc lepsze dopasowanie modelu w mierze rzeczywistej
I poszerza obszar zastosowan modelu. Jednoczes$nie zwracamy uwage, ze nasz dwuczynnikowy
model chwilowej stopy procentowej typu G2++ (tak jak i gaussowski model G2++) jest
kalibrowany w mierze neutralnej wzgledem ryzyka wylacznie w oparciu o ceny obligacji.
Poniewaz wyplaty i ceny obligacji nie zaleza od tacznego rozkladu stop dla r6znych terminéw
zapadalnosci, tak oszacowany model w mierze neutralnej wzgledem ryzyka nie powinien by¢
wykorzystywany do wyceny instrumentow z wyptatami zaleznymi od acznego rozktadu stop
dla r6znych terminéw zapadalnosci, patrz rozdziat 4.1, 4.2.7 w Brigo, Mercurio (2006). Nasz
model chwilowej stopy procentowej typu G2++ w mierze neutralnej wzgledem ryzyka,
0szacowany zgodnie z opisana powyzej metoda, mozemy wigc wykorzysta¢ do wyceny statych
przeptywow (kuponéw, nominatéw obligacji, $wiadczen z tytutlu zgonu lub przezycia w
ubezpieczeniach na zycie), instrumentéw typu cap, caplet, floor, floorlet, ale juz nie
powinnismy wykorzystywaé¢ do wyceny instrumentow typu swapcja.

Metoda najwickszej quasi-wiarogodnosci 1 zaproponowana metoda kalibracji
dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej typu G2++ z dowolnym rozkladem
czynnikbw w mierze rzeczywistej nie jest optymalng metoda estymacji. Ze statystycznego
punktu widzenia bardziej optymalnym rozwigzaniem byloby zdefiniowanie dynamik (2.12)-
(2.13) w czasie ciggtym zastepujac ruch Browna procesem procesem Lévy’ego, dla ktdrego

znamy w postaci zamknigtej (lub potrafimy przyblizy¢) funkcje gestosci przejscia, patrz np.
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Hainaut, MacGilchrist (2010). W takim modelu z procesem Lévy’ego moglibysmy zapisaé¢
prawdziwa funkcje wiarogodnosci dla naszych obserwacji. Dodatkowo, afiniczna posta¢ dla
ceny obligacji (2.8) zachodzi dla szerszej klasy proceséw stopy procentowej (Duffie et. al.
(2003)), w szczegolnosci zachodzi gdy w réwnaniach (2.12)-(2.13) zastgpimy ruch Browna
procesem Lévy’ego. W konsekwencji wyniki z Rozdziatu 2.2 mozna rozszerzy¢ na przypadek
modelu z procesem Lévy’ego. Jednakze, naszym zdaniem nasze podejscie z funkcja quasi-
wiarogodnosci jest zdecydowanie prostsze z aplikacyjnego punktu widzenia, i jak pokazemy w

nastepnym rozdziale, jest podejsciem dajacym bardzo rozsadne wyniki.

4. Wyniki kalibracji dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy
procentowej typu G2++ z dowolnym rozkladem czynnikéw w mierze

rzeczywistej dla rynku polskiego

W rozdziale tym przedstawimy szczegdly i ostateczne wyniki Kkalibracji
zaproponowanego w rozdziale 3 dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej typu
G2++ dla rynku polskiego. Oméwimy wyboér danych do kalibracji modelu, procedure
maksymalizacji funkcji quasi-wiarogodnosci, sposéb oszacowania dwuwymiarowego rozktadu
czynnikOw x iy w mierze rzeczywistej i ocenimy stopien dopasowania ostatecznego modelu w

mierze rzeczywistej i neutralnej wzgledem ryzyka.

4.1 Wybor danych do kalibracji modelu

Zgodnie z wytycznymi Urzedu Nadzoru Ubezpieczen i Pracowniczych Programow
Emerytalnych, patrz EIOPA (2017), do estymacji modelu struktury terminowej wolnych od
ryzyka stop procentowych w Polsce nalezy wykorzystywac dane z 1177 CMPL Index z agencji
prasowej Bloomberg. 1177 CMPL Index zawiera rentownosci polskich obligacji skarbowych

dla wybranych terminéw zapadalnosci w stosunku rocznym przy kapitalizacji roczne;.
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Dysponowalismy dziennymi notowaniami rentownosci obligacji skarbowych o terminach
zapadalnosci 3 miesiace, 6 miesiecy, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 15 i 20 lat w okresie od 2
stycznia 2011r. do 22 marca 2017r. z 1177 CMPL Index z agencji prasowej Bloomberg.
Zgodnie z przyjetym w tej pracy zatozeniem, patrz (2.8)-(2.9), rentownosci przy kapitalizacji
rocznej zostaty zamienione na rentownosci przy kapitalizacji ciagtej.

Rentownosci dla termindw zapadalnosci 1 i 10 lat w okresie od 2 stycznia 2011r. do 22
marca 2017r. sa przedstawione na Wykresie 1a. Na Wykresie 1a mozna zaobserwowac wyrazne
obnizenie rentownosci dla obu termindw zapadalnosci w analizowanym okresie.
Wykorzystanie wszystkich dostgpnych rentownosci z widocznym trendem spadkowym do
estymacji modelu stopy procentowej statoby w sprzecznosci z zalozeniem o stacjonarnosci
procesOw X i y wplywajacych na zmiany rentownosci obligacji. Ostatni wyrazny trend
spadkowy dla rentownosci obligacji 10-letnich miat miejsce w okresie od stycznia 2014r. do
stycznia 2015r. W konsekwencji, zdecydowalismy si¢ ustali¢ srodek tego okresu, tzn. 1 lipca
2014r., jako poczatek szeregu czasowego, ktéry wykorzystalismy do estymacji modelu, patrz
Wykres 1b. W okresie od 1 lipca 2017r. do 22 marca 2017r. obserwowalismy wzrosty i spadki
rentownosci obligacji 10-letnich, rentownos¢ obligacji 10-letniej na koncu okresu byla na
bardzo podobnym poziomie co rentownos$¢ na poczatku okresu. Rentownos¢ obligacji 1-
rocznej nadal malata w okresie od lipca 2014r. do stycznia 2015r., potem rentownos¢ obligacji
1-rocznej byta na stabilnym poziomie. Poniewaz w analizowanym okresie od 1 lipca 2017r. do
22 marca 2017r. rentownosci obligacji 3-miesiecznych byly identyczne jak rentownosci
obligacji 6-miesiecznych, rentownosci obligacji 3-miesiecznych zostaty wykluczone z szeregu
czasowego obserwacji uzytych do estymacji modelu.

Nastepny krok polegat na wyborze termindéw zapadalnosci 7,, T, i rentownosci, ktore
determinuja wartosci nieobserwowanych czynnikéw x i y zgodnie z (2.20). Intuicyjnie, termin

zapadalnosci 7, powinien by¢ krétki, a termin zapadalnosci 7, — diugi i rentownosci dla
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terminéw zapadalnosci 7,,7, powinny by¢ silnie skorelowane z rentownosciami dla
pozostatych termindw zapadalnosci. Zgodnie z wytycznymi EIOPA, patrz EIOPA (2017),
obligacje skarbowe na rynku polskim o terminach zapadalnosci powyzej 10 lat i ponizej 1 roku
nie sa ptynne. W konsekwencji, naturalny wybdr to t; =1 rok i , = 10. Dodatkowo, Wykresy
2a i 2b pokazuja, ze rentownosci obligacji 1-rocznych sa silnie skorelowane i bardzo bliskie
rentownosciom obligacji 6-miesiecznych i 2-letnich, oraz, ze rentownosci obligacji 10-letnich
sa silnie skorelowane i bardzo bliskie rentownosciom obligacji 5-letnich i 15-letnich (a takze
rentownosciom obligacji o terminach zapadalnosci od 5 do 10 lat).

Podsumowujac, wydaje nam sig, ze wybor 1 lipca 2014r. jako daty startowej dla szeregu
czasowego rentownosci wykorzystanych w estymacji naszego modelu stopy procentowej oraz
wybor terminéw zapadalnosci 1 rok i 10 lat do wyznaczenia wartosci nieobserwowanych
czynnikOow X iy sa najsensowniejsze w kontekscie dostepnych danych. Oczywiscie inne wybory
sg mozliwe i pozostajg w gestii osoby kalibrujacej model.

Nasz szereg czasowy w okresie od 1 lipca 2014r. do 22 marca 2017r. sktadat si¢ z 687
dziennych obserwacji rentownosci dla terminéw zapadalnosci: 6 miesiecy, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,
9, 10, 15 i 20 lat. Odstepy czasu pomigdzy kwotowaniami rentownosci nie byty réwne, w
zwigzku z weekendami i swigtami. Przyjelismy jednak zatozenie o réwnych odstepach
czasowych pomigdzy kwotowaniami, zaniedbujac weekendy i $wigta. Ustalilismy odstep
czasowy pomiedzy obserwacjami na poziomie A= 1/253. Data poczatkowa szeregu
czasowego, t = 0, przypada na 1 lipca 2017r. Przy ustalonym odst¢pie czasowym A= 1/253,
t =1 wypada w dn. 2 lipca 2015r. it = 2 w dn. 30 czerwca 2016r. Dacie koncowej szeregu
czasowego (22 marca 2017r.) odpowiada t = 2,7115.

Ostatni krok, to eliminacja obserwacji odstajagcych w szeregu czasowym rentownosci.
Na Wykresie 1b widzimy wyrazny pik w dot dla rentownosci obligacji 10-letniej, oraz na

Wykresie 2b widzimy wyrazny pik w gére dla rentownosci obligacji 15-letniej. W sytuacji, gdy
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zmiany kwotowanych rentownosci w ciggu dwoch kolejnych dni byty wigksze niz 10% i byty
w dwbch przeciwnych kierunkach, zastepowalismy kwotowang rentownos¢ srednig z
rentownosci dla dni przylegtych. W szeregu zidentyfikowalismy tacznie 9 wartosci odstajacych

dla wszystkich terminéw zapadalnosci, ktére zostaty odpowiednio zmodyfikowane.

4.2 Estymacja modelu metoda quasi-wiarogodnosci
Maksymalizacja funkcji (2.25) jest zadaniem trudnym z numerycznego punktu
widzenia. Proponujemy nastepujaca procedure, ktérg zastosowalismy w naszym badaniu:

1. Zaktadamy, ze 65y = -+ = 8,0y = 6. Generujemy wartosci (a, b, 0,1, ¢€) z
niezaleznych rozktadoéw jednostajnych na przedziala [0;1], wartosci (p, 14, 1,) z
niezaleznych rozkitadoéw jednostajnych na przedziale [-1;0] oraz wartos$¢ & z rozktadu
jednostajnego na przedziale [0;0,1]. Nie spodziewamy sie 0szacowan parametrow
poza zadanymi zakresami rozktaddw jednostajnych.

2. Maksymalizujemy funkcje (2.25) wzgledem (a, b, 0,1, p, €, A1, 45, §) traktujac
wartosci z kroku 1 jako wartosci startowe w problemie optymalizacyjnym. W badaniu
wykorzystalismy dodatek Solver w Excelu do rozwigzania problemow
optymalizacyjnych.

3. Kroki1i 2 powtarzamy Kilkukrotnie i identyfikujemy zestaw parametrow
(a,b,0,1n,p, & A1, A;,8), otrzymanych w kroku 2, dla ktérych funkcja (2.25) przyjeta
najwicksza wartos¢ w serii rozwigzan problemu optymalizacyjnego. W badaniu kroki
112 powtdrzylismy 50 razy. Wyniki kroku 3 znajduja si¢ w Tabeli 1.

4. Ustalamy wartos¢ § w oparciu o wynik z kroku 3. W badaniu ustalilismy 6§ = 0,1%.
Wszystkie pozostate parametry (a, b, a,n, p, €, A1, 1,) otrzymane w kroku 3
zaburzamy niezaleznie zgodnie z rozktadem jednostajnym o zmiany wzgledne z

przedziatu [-50%;50%].
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5. Ponownie maksymalizujemy funkcje (2.25) wzgledem (a, b, a,n, p, €, A1, 1,) traktujac
wartosci z kroku 4 jako wartosci startowe w problemie optymalizacyjnym. Tym razem
& pozostaje na statym poziomie ustalonym w kroku 4.

6. Kroki4 i5 powtarzamy Kilkukrotnie i identyfikujemy zestaw parametréw
(a,b,0,1n,p, & A1, A,), otrzymanych w kroku 5, dla ktérych funkcja (2.25) przyjeta
najwicksza wartos¢ w serii rozwigzan problemu optymalizacyjnego. W badaniu kroki
415 powtorzylismy 50 razy.

7. Przy parametrach (a, b, 0,1, p, €, A1, 1,) wybranych w kroku 6 estymujemy parametry
(6o 5y, .., 0,50y ) Metoda najwickszej wiarogodnosci wykorzystujac funkcje (2.24), tzn.
dla kazdego terminu zapadalnosci wyznaczamy pierwiastek ze $redniego kwadratu
odchylen pomiedzy wyestymowang uroczniona rentownoscia a zaobserwowana
uroczniona rentownoscia dla wszystkich momentéw obserwacji. Wyniki krokéw 6 i 7
znajduja sie w Tabeli 1.

8. Ponownie maksymalizujemy funkcje (2.25) wzgledem (a, b,a,n,p, &, 41,43)
traktujac wartosci z krokow 6 i 7 jako wartosci startowe w problemie
optymalizacyjnym. Po wyznaczeniu (a, b, a,n, p, €, A1, 1,) estymujemy parametry

(6o5y, -, 020y) analogicznie jak w kroku 7. Wyniki kroku 8 znajduja si¢ w Tabeli 1.

Mozemy powtdrzy¢ kroki 7 i 8 zaburzajac wartosci poczatkowe w ostatnim problemie
optymalizacyjnym. Wyniki przedstawione dla kroku 8 w Tabeli 1 byty stabilne na zaburzenia
wartosci poczatkowych w ostatnim problemie optymalizacyjnym. Mozemy réwniez
powtdrzy¢ kroki 7 i 8 tak, aby wartosci poczatkowe (&g sy, ..., 020y ) W kroku 7 zgadzaty si¢ z
wartosciami koncowymi w kroku 8. Wyniki w Tabeli 1 pokazuja, ze nie byto potrzeby

kolejnych iteracji.
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4.3 Estymacja dwuwymiarowego rozkladu czynnikéw w mierze rzeczywistej i

ocena dopasowania modelu

Analiza statystyczna zostata wykonana z uzyciem Excela i pakietu R (biblioteki
fitdistrplus, copula, gofCopula).

Zaczniemy od przedstawienia analizy czynnikOw x i y w mierze rzeczywistej oraz oceny
dopasowania oszacowanego modelu stopy procentowej w mierze rzeczywistej. Majac
oszacowania parametrow (@, b, 8,9, p, €, 1,,1,), otrzymane w kroku 8 oméwionej w
poprzednim rozdziale procedury estymacji, mozemy wyznaczy¢ wartosci nieobserwowanych
czynnikdw x iy oraz realizacje sktadnikdw losowych czynnikdw x iy zgodnie ze wzorami
(2.20) i (3.1). Wartosci czynnikow i realizacje sktadnikow losowych (reszty) w naszym modelu
przedstawione sa na Wykresach 3 i 4.

Zgodnie z (3.2)-(3.3) sktadniki losowe (Z1,Z,) czynnikdw x i y powinny by¢ niezalezne
i pochodzi¢ z tego samego rozktadu, w szczegdlnosci powinny mie¢ statg w czasie wartosé
oczekiwang i zmiennos¢. Analizujac Wykres 4 mozemy stwierdzi¢, ze realizacje sktadnikow
losowych czynnikbw x i y charakteryzuja sie stala w czasie wartoscia oczekiwang i
zmiennoscig. Wykres 4 wyraznie wskazuje na stacjonarnos¢ analizowanych reszt (w
szczegOlnosci nie wystepuje zjawisko heteroskedastycznosci reszt). Na Wykresie 5
obserwujemy funkcje autokorelacji dla realizacji sktadnikéw losowych czynnikdw x iy. Reszty
cechuja si¢ niskg autokorelacja. Dodatkowo wykonalismy test Ljung’a-Box’a dla opdznienia 1
oraz 10. Dla sktadnika losowego czynnika x wartosci p w tescie wyniosty odpowiednio 0,0484
1 0,3943. Dla sktadnika losowego czynnika y wartosci p w tescie wyniosty odpowiednio 0,0620
i 0,4068. Wyniki testow Ljung’a-Box’a oraz Wykres 5 wskazuja, ze wystepuje bardzo lekka
autokorelacja rzedu pierwszego pomiedzy resztami. Jednakze, brakuje silnych wskazan do
odrzucenia hipotezy o niezaleznosci realizacji sktadnikéw losowych czynnikéw x iy (ha

poziomie istotnosci 0,05). W konsekwencji, reszty przedstawione na Wykresach 4a i 4b mozna
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traktowac jako dwa ciagi niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozkladzie i
dopasowac¢ rozktad do reszt.

Rozktady brzegowe sktadnikéw losowych czynnikéw x i y dopasowali$my metoda
najwiekszej wiarogodnosci. Ze wzgledu na symetrie skiadnikdw losowych czynnikéw x iy
widoczng na Wykresach 4a i 4b, dopasowywalismy jedynie rozklad t-Studenta i rozklad
normalny (jako szczegélny przypadek rozktadu t-Studenta). Wyniki estymacji znajduja sie w
Tabeli 2. Funkcje wiarogodnosci wskazujag na rozklady t-Studenta z 6 stopniami swobody.
Wykonalismy test Kotmogorowa-Smirnowa sprawdzajacy dopasowanie rozkiadow t-Studenta
z Tabeli 2. Wartosci p w tescie wyniosty odpowiednio 0,4697 (dla sktadnika x) i 0,5531 (dla
sktadnika y). Nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej 0 poprawnosci rozkladu t-
Studenta (na poziomie istotnosci 0,05). Dodatkowo, wykonalismy takze test Kotmogorowa-
Smirnowa dla rozktadéw normalnych z Tabeli 2. Otrzymali$my wartosci p w tescie na poziomie
0,0404 (dla sktadnika x) i 0,0554 (dla sktadnika y). Patrzac na wartosci p w testach
Kotmogorowa-Smirnowa i na wartosci funkcji wiarogodnosci, dopasowanie rozkladéw t-
Studenta jest znacznie lepsze niz rozkladow normalnych. Wykresy kwantylowe dla
oszacowanych rozkiadow t-Studenta znajdujg si¢ na Wykresie 6. Wykresy kwantylowe
wyraznie wskazuja na bardzo dobre dopasowanie rozktaddw t-Studenta z 6 stopniami swobody
jako rozktaddw brzegowych sktadnikow losowych czynnikéw x iy. Jedynie dwie ekstremalne
wartosci (najmniejsza i najwicksza reszta sposrdd 687 reszt) sa troche gorzej dopasowane

Kolejny krok to analiza zaleznosci pomiedzy realizacjami sktadnikéw losowych
czynnikow x iy z Wykresu 4. Wyniki estymacji modelu w Tabeli 1 wskazuja na bardzo silna
korelacje sktadnikow losowych czynnikdw x iy, ktora zostata oszacowana na poziomie -0,9970
przy uzyciu wspotczynnika Pearsona w funkcji quasi-wiarogodnosci dla dwuwymiarowego
rozktadu normalnego w mierze rzeczywistej i neutralnej wzgledem ryzyka. W naszym modelu

w mierze rzeczywistej dwuwymiarowy rozkiad sktadnikow losowych czynnikéw x i y moze
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by¢ dowolny. Jako rozktady brzegowe wybralismy rozktady t-Studenta z 6 stopniami swobody.
Musimy jeszcze oszacowaé strukture zaleznosci pomiedzy skladnikami losowymi.
Standardowym podejsciem w literaturze jest estymacji funkcji taczacej (koputy) dla zmiennych
losowych. Szczegbty nt. funkcji taczacych i metod estymacji koput mozna znalezé np. w
rozdziale 5 w ksigzce McNeila, Embrechtsa, Freya (2005).

Szacowalismy dwie funkcje 1aczace: kopule t-Studenta i kopule Gaussa (jako
szczegOlny przypadek koputy t-Studenta). Standardowsa technika w analizie zaleznosci jest
pozbycie sie rozkladow brzegowych i analiza rang obserwacji. Na Wykresie 7 widzimy pary
wystandaryzowanych rang (rang podzielonych przez liczbe obserwacji) dla realizacji
sktadnikéw losowych czynnikdw x i y. Wykres 7 potwierdza silng ujemna zalezno$¢ pomiedzy
realizacjami sktadnikow losowych czynnikéw x i y. Mimo silnej ujemnej zaleznosci widzimy
jednak na Wykresie 7 kilka obserwacji cechujacych si¢ stabg dodatnia zaleznoscig. Wykres 7
wskazuje wiec na wystepowanie stabej dodatniej (i silnej ujemnej) zaleznosci w ogonie |
sugeruje, ze kopula t-Studenta moze by¢ lepszym modelem zaleznosci pomiedzy sktadnikami
losowymi czynnikoéw x i y niz kopula Gaussa (patrz rozdziaty 5.1.3 i 5.3.1 w McNeil,
Embrechts, Frey (2005)). W sytuacji gdybysmy mieli reszty z kopulty Gaussa z wysokim
ujemnym wspotczynnikiem korelacji, rangi reszt na Wykresie 7 lezatyby bardzo blisko linii
y=1-x i obserwowalibysmy jedynie minimalne odchylenia w kierunku gdrnego-prawego i
dolnego-lewego rogu. Koputy Gaussa i t-Studenta oszacowalismy metoda najwickszej
wiarogodnosci z uzyciem empirycznych rozktadéw brzegowych (patrz rozdziat 5.5.2. w
McNeil, Embrechts, Frey (2005)). W Tabeli 3 znajduja si¢ wyniki oszacowan. Wartosci funkcji
najwigkszej wiarogodnosci wskazuja na znaczne lepsze dopasowanie koputy t-Studenta z 3
stopniami swobody niz koputy Gaussa, co jest zgodne z Wykresem 7. Wykonalismy test w

oparciu o transformate Rosenblatt’a sprawdzajacy dopasowanie koputy t-Studenta i koputy

Gaussa z Tabeli 3, patrz test S,(lB ) w pracy Genest et. al. (2009). Wedtug autorow artykutu test
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S,(lB ) jest najlepszy sposrdd innych testow. Wartosci p w tescie zostaty oszacowane na podstawie
10 000 symulacji bootstrap. Wartosci p w tescie wyniosty odpowiednio 0,9940 (dla koputy t-
Studenta) i 0,0260 (dla koputy Gaussa). Nie mamy wiec podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej 0 poprawnosci koputy t-Studenta z 3 stopniami swodoby i odrzucamy hipoteze zerowa
0 poprawnosci koputy Gaussa (na poziomie istotnosci 0,05).

Szacujac kopule t-Studenta dla realizacji sktadnikow losowych czynnikéw x iy w
mierze rzeczywistej otrzymalismy takze wartos¢ parametru korelacji koputy t-Studenta.
Parametr ten zostal oszacowany na poziomie -0,9925, patrz Tabela 3. Zwracamy uwage, ze
poza dwuwymiarowym rozktadem t-Studenta parametr korelacji koputy t-Studenta dla dwéch
zmiennych nie pokrywa si¢ ze wspotczynnikiem korelacji Pearsona dla tych zmiennych, patrz
rozdziat 5.2 w McNeil, Embrechts, Frey (2005). W naszej sytuacji, gdy sktadniki losowe
czynnikow x iy pochodza z rozktaddw t-Studenta o 6 stopniach swobody i zalezno$¢ pomigdzy
sktadnikami opisana jest koputa t-Studenta z 3 stopniami swobody i wspdtczynnikiem korelacji
-0,9925, wspotczynnik korelacji Pearsona dla skiadnikow losowych bedzie bardzo bliski -
0,9925, i zostat on oszacowany na poziomie -0,9921 na podstawie 10 000 symulacji (nasz
dwuwymiarowy model jest bliski dwuwymiarowemu rozktadowi t-Studenta). Jednoczesnie,
maksymalizujac ~ funkcje  quasi-wiarogodnosci  (2.25)  otrzymaliSmy  oszacowanie
wspotczynnika Kkorelacji Pearsona dla sktadnikow losowych czynnikébw x i y dla
dwuwymiarowego rozktadu normalnego w mierze rzeczywistej i neutralnej wzgledem ryzyka
na poziomie -0,9970, patrz krok 8 w Tabeli 1. Nalezy podkresli¢, ze wartos¢ wspotczynnika
korelacji kopuly t-Studenta -0,9925 otrzymalismy maksymalizujac poprawng funkcje
wiarogodnosci dla realizacji sktadnikdw losowych czynnikéw x iy, warto$¢ wspdiczynnika
korelacji Pearsona -0,9970 otrzymalismy maksymalizujac funkcje quasi-wiarogodnosci dla
rentownosci, ktéra oczywiscie nie musi pokrywac¢ si¢ z prawdziwa funkcje wiarogodnosci dla

rentownosci. Poniewaz chcielibysmy mie¢ jedng wartos¢ wspdiczynnika korelacji w
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dwuczynnikowym modelu chwilowej stopy procentowej typu G2++ w mierze rzeczywistej i
neutralnej wzgledem ryzyka postanowilismy zmniejszy¢, optymalng w sensie funkcji quasi-
wiarogodnosci dla rentownosci, wartos¢ wspétczynnika korelacji -0,9970 i wybraé wartos¢ w
okolicach -0,9925, ktora jest optymalna w sensie funkcji wiarogodnosci dla realizacji
sktadnikéw losowych czynnikdw x i y w mierze rzeczywistej. Zdecydowalismy sie wyznaczy¢
99% przedziat ufnosci dla wspdiczynnika korelacji koputy t-Studenta i wybraé prawa wartosé¢
tego przedziatu jako ostateczne oszacowanie parametru p w naszym dwuczynnikowym modelu
chwilowej stopy procentowej typu G2++ w mierze rzeczywistej i neutralnej wzgledem ryzyka.
Przedziat ufnosci skonstruowalismy w oparciu o test ilorazu wiarogodnosci. Prawa wartosé
99% przedziatu ufnosci odpowiadata wigc najmniejszej (w sensie wartosci bezwzglednej)
wartosci wspoéiczynnika korelacji, ktéra spowodowata spadek funkcji wiarogodnosci dla
koputy t-Studenta o maksymalnie 3,31 (jest to potowa kwantyla rzedu 99% w rozktadzie chi
kwadrat z 1 stopniem swobody). Wybralismy wartos¢ wspotczynnika korelacji na poziomie -
0,9938. Przy nowej wartosci wspotczynnika korelacji funkcja wiarogodnosci dla koputy t-
Studenta z 3 stopniami swobody spadia z 1453,46 do 1450,36, patrz Tabela 3.

Nalezy podkresli¢, ze zmiana wspdiczynnika korelacji p w oszacowanym modelu z -
0,9970 na -0,9938 zmienita wartosci czynnikdw x iy (2.20) oraz wartosci realizacji sktadnikow
losowych (3.1). Jednak zmiany te w naszym przypadku byty niewielkie i nie wptynety na
wyniki analiz przedstawionych powyzej (wartosci p w testach ulegty drobnym zmniejszeniom,
ale konkluzje w testach nie zmienity si¢). W szczego6lnosci Wykresy 3-7 i wartosci w Tabelach
2-3 pozostaja bez zmian.

Ostateczne parametry dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej typu
G2++ w mierze rzeczywistej podana sa w Tabeli 4b. Wybrany dwuwymiarowy rozkiad
sktadnikow losowych (Z4,Z,) czynnikdw x i y w rownaniu (3.2)-(3.3) w mierze rzeczywistej

ma brzegowe rozklady t-Studenta z parametrami z Tabeli 4b oraz kopulg t-Studenta z 3
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stopniami swobody i wspotczynnikiem korelacji z Tabeli 4b. W mierze rzeczywistej
wspotczynnik korelacji p z Tabeli 4b pemi rolg wspotczynnika korelacji koputy t-Studenta.
Wyniki analiz statystycznych przedstawionych w tym podrozdziale wyraznie wskazuja, ze
wybor dwuwymiarowego rozkiadu normalnego jako rozkiadu skitadnikéw losowych
czynnikOw x iy w mierze rzeczywistej bytby btedny i skutkowatby btedna prognoza krzywych
dochodowosci. Tym samym widzimy przewage zaproponowanego modelu typu G2++ z
dowolnym rozktadem czynnikow w mierze rzeczywistej i metody kalibracji modelu w oparciu
o funkcje quasi-wiarogodnosci. Dzieki odpowiedniemu wyborowi dwuwymiarowego rozkiadu
dla sktadnikow losowych czynnikdw X iy, nasz oszacowany dwuczynnikowy model chwilowej
stopy procentowej typu G2++ jest bardzo dobrze dopasowany w mierze rzeczywistej do zmian
krzywej dochodowosci zaobserwowanych na rynku polskim.

Przejdziemy teraz do analizy dopasowania oszacowanego modelu stopy procentowej w
mierze neutralnej wzgledem ryzyka. W mierze neutralnej wzgledem ryzyka nie mamy
mozliwosci zmiany dynamiki procesu chwilowej stopy procentowej (2.1)-(2.4), tzn. w mierze
neutralnej wzgledem ryzyka sktadniki losowe czynnikdéw x i y maja dwuwymiarowy rozktad
normalny (dwuwymiarowy ruch Browna). Dynamika procesu chwilowej stopy procentowej w
mierze neutralnej wzgledem ryzyka wptywa na ceny obligacji (2.7) i rentownosci obligacji
(2.8). W konsekwencji, dopasowanie dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej
typu G2++ w mierze neutralnej wzgledem ryzyka zwigzane jest z dopasowaniem rentownosci
implikowanych przez oszacowany model w stosunku do rentownosci zaobserwowanych na
rynku. Procedura kalibracji modelu zapewnia, ze rentownosci obligacji 1-rocznych i 10-letnich
sg idealnie dopasowane poniewaz rownanie (2.20) zawsze jest spetnione. Musimy
zweryfikowa¢ stopien dopasowania rentownosci dla pozostatych termindw zapadalnosci.
Najprostsza miarg dopasowania jest btad sredniokwadratowy dla urocznionych rentownosci,

czyli pierwiastek ze sredniego kwadratu odchylen urocznionej rentownosci implikowanej przez
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oszacowany model do urocznionej rentownosci zaobserwowanej na rynku dla wszystkich dat
obserwacji, liczony dla pojedynczych terminéw zapadalnosci lub dla wszystkich terminéw
zapadalnosci tacznie.

W pierwszym etapie kalibracji wyznaczylismy parametry modelu stopy procentowej w
mierze rzeczywistej 1 neutralnej wzgledem ryzyka maksymalizujac funkcje quasi-
wiarogodnosci, patrz krok 8 w Tabeli 1. Przy optymalnych parametrach z kroku 8 w Tabeli 1
btad sredniokwadratowy dopasowania urocznionych rentownosci dla wszystkich terminow
zapadalnosci wyniost 0,0940 p.p. Analizujac rozktad sktadnikéw losowych czynnikéw x iy w
mierze rzeczywistej podjelismy decyzje o zmianie wspoOiczynnika korelacji. Zmiana ta
dotyczyla takze parametru korelacji w mierze neutralnej wzgledem ryzyka. Ostateczne
parametry dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej typu G2++ w mierze
neutralnej wzglgdem ryzyka podana sa w Tabeli 4a. Zwracamy uwage, ze w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka wspotczynnik korelacji p z Tabeli 4a petni role wspotczynnika korelacji
Pearsona dla dwuwymiarowego rozktadu normalnego dla sktadnikdw losowych czynnikdw x i
y. Wybdr nieoptymalnej wartosci wspdtczynnika korelacji skutkuje spadkiem wartosci funkcji
quasi-wiarogodnosci  (2.25), co z praktycznego punktu widzenia wigze 2z gorszym
dopasowaniem rentownosci obligacji, ktore w procedurze optymalizacyjnej byty traktowane
jako obserwowane z btedem (rentownosci obligacji 1-rocznych i 10-letnich nadal bedg idealnie
dopasowane). Przy ostatecznych oszacowaniach parametrow z Tabeli 4a biad
sredniokwadratowy dopasowania urocznionych rentownosci dla wszystkich terminéw
zapadalnosci wynidst 0,0945 p.p. Widzimy, ze zmiana wspotczynnika korelacji, zwiazana z
analiza danych w mierze rzeczywistej, w niewielkim stopniu pogorszyla stopien dopasowania
modelu w mierze neutralnej wzgledem ryzyka. Bledy sredniokwadratowe dopasowan
urocznionych rentownosci dla poszczeg6lInych termindw zapadalnosci znajduja sie w Tabeli 4a

i dane sg przez oszacowania parametrow &, cy, ..., O20y. Z Najwigkszym btedem, rzedu 0,15
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p.p., dopasowana zostata uroczniona rentownos¢ obligacji 20-letnich. Bledy dopasowan
urocznionych rentownosci dla pozostatych termindéw zapadalnosci byty ponizej 0,1 p.p. Patrzac
na btedy sredniokwadratowe dopasowania urocznionych rentownosci mozemy stwierdzic, ze
nasz oszacowany dwuczynnikowy model chwilowej stopy procentowej typu G2++ jest dobrze
dopasowany w mierze neutralnej wzgledem ryzyka do rentownosci zaobserwowanych na rynku
polskim dla terminéw zapadalnosci powyzej 6 miesiecy i ponizej 15 lat. Wniosek ten
potwierdza dokladne poréwnanie krzywych dochodowosci implikowanych przez oszacowany
model z zaobserwowanymi rentownosciami dla wszystkich terminéw zapadalnosci i kilku
wybranych dat obserwaciji, patrz Wykres 8. Poprawe dopasowania modelu w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka mozna uzyskac tylko poprzez wprowadzenie trzeciego czynnika do modelu
chwilowej stopy procentowe;.

Wykonalismy jeszcze dwie analizy potwierdzajace, ze nasz oszacowany model stopy
procentowej jest poprawny. Przy zadanych oszacowaniach parametréw z Tabeli 4a mozemy
wyznaczy¢ chwilowsg stopg procentowa zgodnie ze wzorem (2.11). Wykres 9a przedstawia
oszacowang trajektorie chwilowej stopy procentowej. Powszechnie uwaza sie, ze stopa
overnight jest dobrym przyblizeniem chwilowej stopy procentowej. Na Wykresie 9b
porownujemy chwilowa stope procentowa implikowang przez nasz oszacowany model wraz ze
stopa WIBID overnight. Stopy WIBID overnight zostaly pobrane ze strony www.money.pl.
Poniewaz stopy overnight podlegaja duzym wahaniom Wykres 9b jest trudny w interpretacji.
Mozemy jednak stwierdzi¢, ze wynik naszej kalibracji jest rozsadny. Co prawda obserwujemy
okresy, w ktorych chwilowa stopa procentowa implikowana przez oszacowany model jest
wyzsza lub nizsza niz stopa WIBID overnight, jednak kierunek zmian oszacowanej chwilowej
stopy procentowej jest zgodny z kierunkiem zmian stopy WIBID overnight. Patrzac na
Wykresy 8a-f mozemy zaobserwowac, ze nasz model niedoszacowuje rentownosci obligacji 6-

miesiecznych (i takze niedoszacowuje rentownosci obligacji 3-miesigcznych, ktore pokrywaty
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sie z rentownosciami obligacji 6-miesi¢cznych w analizowanym okresie czasu). Poniewaz
chwilowa stopa procentowa spetnia rownanie (2.9), spodziewamy sie, ze implikowana przez
oszacowany model chwilowa stopa procentowa moze by¢ zanizona w stosunku do rzeczywistej
chwilowej stopy procentowej (stopy WIBID overnight).

Przeanalizowalismy réwniez premie za ryzyko dla obligacji skarbowych. Poniewaz w
naszym dwuczynnikowym modelu chwilowej stopy procentowej typu G2++ rozkiad
czynnikdw w mierze rzeczywistej nie jest dwuwymiarowym rozktadem normalnym, zaleznosé
(2.18) okreslajaca premig¢ za ryzyko dla obligacji o danym terminie zapadalnosci nie jest
spetniona. W naszym modelu musimy wiec szacowaé premie za ryzyko dla obligacji
bezposrednio ze wzoru (2.17). Wyznaczylismy premie za ryzyko dla obligacji skarbowych na
dzien 22 marca 2017r., tzn. na moment t = 2,7115. Cene obligacji o terminie zapadalnosci t
we wzorze (2.17) wyznaczylismy zgodnie ze wzorem (2.7), szczegOty mozna znalezé w

Przyktadzie 2 w kolejnym rozdziale. Oczekiwang wartos¢ czynnika dyskontujagcego w mierze
t+t
rzeczywistej za okres o ditugosci t, tzn. E [e‘fr r(”)d”lx(t),y(t)] oszacowalismy metoda

Monte Carlo. W tym celu generowalismy trajektorie czynnikdéw X i y zgodnie z rdwnaniami
rekurencyjnymi (3.2)-(3.3) i wyznaczylismy chwilowa stope procentowa zgodnie ze wzorem
(2.11), szczegbty mozna znalez¢ w Przyktadzie 1 w kolejnym rozdziale. Estymacj¢ metoda
Monte Carlo wykonalismy w oparciu o 10 000 powtorzen. Wyniki analiz, tzn. urocznione
premia za ryzyko przy kapitalizacji ciagtej (2.19), podane sa w Tabeli 5. Wszystkie urocznione
premie za ryzyko sa dodatnie i rosng wraz z terminem zapadalnosci obligacji, co jest zgodne z
oczekiwaniami inwestoréw. Jedynie uroczniona premia za ryzyko dla obligacji 20-letniej jest
nizsza niz uroczniona premia za ryzyko dla obligacji 15-letniej. Zgodnie z wczesniej
poczynionymi obserwacjami, nasz oszacowany dwuczynnikowy model chwilowej stopy

procentowej typu G2++ nie opisuje dobrze rentownosci obligacji 20-letnich.
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Warto sprawdzic¢ czy oszacowane premie za ryzyko dla obligacji skarbowych z Tabeli
5 sg racjonalne. Mozemy stara¢ si¢ oszacowac historyczne premie za ryzyko, tzn. dla kazdego
momentu t mozemy wyznaczy¢ nadwyzke stopy zwrotu z inwestycji w obligacje skarbowsg o
terminie zapadalnosci © ponad stope zwrotu z inwestycji srodkéw na wolnym od ryzyka
rachunku oszczednosciowym w okresie t lat. W tym celu przyblizylismy historyczng wolna od

t+1
ryzyka stope zwrotu z rachunku oszczednosciowego ele 7@

przy pomocy skumulowanego
oprocentowania przy stopie WIBID overnight w analizowanym przedziale czasu [t,t + t].
Poniewaz rozwazalismy dane z okresu krétszego niz 3 lata (od 1 lipca 2014r. do 22 marca
2017r.), moglismy oszacowa¢ historyczne premie za ryzyko tylko dla terminéw zapadalnosci
krétszych niz trzy lata. Na Wykresie 10 znajduja si¢ szacunki historycznych premii za ryzyko
dla obligacji 1-rocznych i 2-letnich. Srednia premia za ryzyko dla obligacji 1-rocznej w
badanym okresie wyniosta 0,34 p.p., srednia premia za ryzyko dla obligacji 2-letniej w
badanym okresie wyniosta 0,51 p.p. Wyniki w Tabeli 5 dla obligacji 1-rocznych i 2-letnich
zgadzaja sie z oszacowaniami historycznych premii za ryzyko dla tych obligacji. To potwierdza
poprawnosé naszego oszacowanego dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej
typu G2++. Uwazamy dodatkowo, ze Tabela 5 wnosi wartosciowe informacje nt. premii za
ryzyko dla obligacji skarbowych z rynku polskiego.

Podsumowujac, udalo nam si¢ dopasowa¢ dwuczynnikowy model chwilowej stopy
procentowej typu G2++ z dowolnym rozkladem czynnikbw w mierze rzeczywistej, ktory
bardzo dobrze opisuje zmiany rentownosci obligacji 1-rocznych i 10 letnich w czasie i w

zadawalajacym stopniu opisuje strukturg terminowa stop procentowych dla terminéw

zapadalnosci dtuzszych niz 6 miesiecy i krotszych niz 15 lat.
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5. Przyklady zastosowania oszacowanego dwuczynnikowego modelu
chwilowej stopy procentowej typu G2++ z dowolnym rozkladem

czynnikOw w mierze rzeczywistej

Omoéwimy prognoze krzywej dochodowosci w perspektywie jednego roku, wycene
portfela obligacji (wyceng gwarantowanych przeptywow finansowych) i wyznaczenie wymogu
kapitatowego z tytutu ryzyka stopy procentowej dla portfela obligacji.

Przyktad 1. Inwestorzy sa zainteresowani prognoza krzywej dochodowosci w
ustalonym horyzoncie czasu poniewaz prognoza krzywej dochodowosci dostarczy m.in.
informacji nt. przysztych stop, po ktérych inwestorzy beda mogli odnowié¢ inwestycje.
Oszacowany model typu G2++ wykorzystalismy do prognozy krzywej dochodowosci
rentownosci polskich obligacji skarbowych w perspektywie jednego roku oraz do wyznaczenia
przedziatdw ufnosci dla krzywej dochodowosci. Oczywiscie mozemy dokona¢ prognozy
krzywej dochodowosci w innym horyzoncie czasowym.

W celu wyznaczenia prognozy krzywej dochodowosci w perspektywie jednego roku i
przedziatdw ufnosci dla krzywej dochodowosci w naszym modelu stopy procentowej
postepujemy w nastepujacy sposob:

1. Przyustalonym kroku dyskretyzacji A rocznego okresu czasu, generujemy realizacje
zgodnie z oszacowany rozkladem czynnikow w mierze rzeczywistej. W naszym
badaniu A= 1/253, wygenerowalismy wiec 253 niezalezne pary o brzegowych
rozkiadach t-Studenta z parametrami z Tabeli 4b o zaleznosci opisanej koputa t-
Studenta z 3 stopniami swobody i wspdtczynnikiem korelacji z Tabeli 4b. Sposob
generowania zmiennych losowych z kopuly t-Studenta mozna znalez¢ np. w

rozdziale 5.1.3 w ksigzce McNeila, Embrechtsa, Freya (2005).
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perspektywie jednego roku zgodnie z réwnaniami rekurencyjnymi (3.2)-(3.3)
zaczynajac od ostatnich dostepnych wartosci czynnikéw x iy (wartosci X i y na
ostatni dzien w szeregu czasowym). Ostatnie dostepne wartosci czynnikow x iy
przypadaty na dzien 22 marca 2017r., patrz Wykres 3, i zostaty oszacowane na
poziomie x(2,7115) = 0,5234%, y(2,7115) = —1,1700%.

Majac wartosci czynnikdw x iy w perspektywie jednego roku, wyznaczamy ceny
obligacji i rentownosci obligacji dla wszystkich terminéw zapadalnosci zgodnie ze
wzorami (2.7)-(2.8) przy zadanych wartosciach x i y na moment t o rok pozniejszy
niz ostatnia data w szeregu czasowym. W naszym przypadku, majac wartosci
x(3,7115),y(3,7115) na dzieh 22 marca 2018r., otrzymane w kroku 2,
wyznaczylismy ceny obligacji i rentownosci obligacji dla wszystkich termindw
zapadalnosci zgodnie ze wzorami (2.7)-(2.8) na moment t = 3,7115. Urocznione
rentownosci tworza krzywa dochodowosci w perspektywie jednego roku.

Kroki 1-3 powtarzamy. W badaniu kroki 1-3 zostaty powtdrzone 10 000 razy.
Rozpatrywalismy terminy zapadalnosci o miesiecznych odstgpach.

Dla kazdego terminu zapadalnosci, w prdébie wygenerowanych urocznionych
rentownosci dla danego terminu zapadalnosci, otrzymanych w kroku 4,
wyznaczamy percentyl interesujgcego nas rzedu. W badaniu wyznaczylismy
percentyle rzedu 0,5%, 2,5%, 97,5%, 99,5%.

Percentyle otrzymane w kroku 5 dla kolejnych termindéw zapadalnosci tworza tzw.
punktowy przedziat ufnosci dla krzywej dochodowosci w perspektywie roku. W
badaniu wyznaczylismy 99% i 95% punktowe przedziaty ufnosci dla krzywej

dochodowosci w perspektywie roku.
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Oszacowane 95% i 99% punktowe przedziaty ufnosci dla krzywej dochodowosci w
perspektywie jednego roku (na dzien 22 marca 2018r.) dla rynku polskiego przedstawione sg
na Wykresie 11. Warto odnotowa¢, ze krzywa skiadajaca si¢ z percentyli rzedu 0,5% dla
rentownosci dla poszczegdlnych termindw zapadalnosci jest nad zerem. Oznacza to, ze dla
kazdego terminu zapadalnosci z prawdopodobienstwem 99,5% uroczniona rentownosé
obligacji skarbowej w perspektywie jednego roku bedzie dodatnia. Jednakze, wsréd 10 000
wygenerowanych przez nas krzywych dochodowosci znalazty sie dwie krzywe z ujemnymi
rentownosciami. Dwie wygenerowane krzywe dochodowosci implikowaty ujemne rentownosci
dla termindéw zapadalnosci ponizej 3 lat i jedna wygenerowana krzywa dochodowosci
implikowala ujemne rentownosci dla termindw zapadalnosci ponizej 6 lat. Mozemy stwierdzic,
ze ujemne stopy procentowe w perspektywie jednego roku nie groza polskiej gospodarce.
Zgodnie z naszym oszacowanym dwuczynnikowym modelem chwilowej stopy procentowej
typu G2++ polska gospodarka narazona jest na ujemne rentownosci obligacji skarbowych w
perspektywie jednego roku z prawdopodobienstwem zaledwie 0,02%.

Nalezy podkresli¢, ze generowana zgodnie z naszym modelem krzywa dochodowosci
w perspektywie jednego roku nie powstaje w wyniku rownolegtego przesuniecia bazowej
krzywej dochodowosci. Nasz model pozwala na wygenerowanie réznych ksztaittow krzywej
dochodowosci, co oczywiscie nalezy traktowac jako zaletg¢ modelu. Na Wykresie 12 widzimy
kilka wybranych krzywych dochodowosci wygenerowanych w naszym badaniu symulacyjnym
prognozy krzywej dochodowosci w perspektywie jednego roku. Widzimy réwniez krzywa
dochodowosci z ujemnymi rentownosciami.

Przyklad 2. Przyktad 1 pokazuje bardzo wazne zastosowanie modelu stopy
procentowej w mierze rzeczywistej. Omowimy teraz przykiad wykorzystania modelu w mierze
neutralnej wzgledem ryzyka. Oszacowany dwuczynnikowy model chwilowej stopy

procentowej typu G2++ mozemy wykorzysta¢ do wyceny rynkowej przeptywdw finansowych
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(w ramach ograniczen, o ktérych wspomnielismy w rozdziale 3). Wybralismy nastepujace
obligacje stalokuponowe:

Seria DS0726, oprocentowanie=2,5%, data wykupu=2026-07-25,

Seria DS1019, oprocentowanie=5,5%, data wykupu=2019-10-25,

Seria DS1023, oprocentowanie=4%, data wykupu=2023-10-25,

Seria WS0429, oprocentowanie=5,75%, data wykupu=2029-04-25.
Obligacje wyptacaja state kupony w rocznicach daty wykupu obligacji. Ceny nominalne
obligacji wynosza 1 000 zt. Z kazda obligacja wymieniona powyzej zwigzane sg nastepujace
przeptywy finansowe: a) kupony wyznaczane od ceny nominalnej zgodnie z zadanym statym
oprocentowaniem wyptacane w rocznicach daty wykupu b) warto§¢ nominalna zwracana w
dacie wykupu. W celu wyznaczenia wartosci rynkowej przeptywow finansowych i cen obligacji
na dzien 22 marca 2017r. wykorzystalismy wzor (2.7). Oczywiscie wzor (2.7) opisuje cene
obligacji zerokuponowej o jednostkowej wartosci nominalnej i terminie zapadalnosci t lub,
rownowaznie, wartos¢ rynkowa jednostkowego przeptywu finansowego pojawiajacego sie w
terminie t lat. Wybralismy x(2,7115) = 0,5234%, y(2,7115) = —1,1700%, co odpowiadato
wartosciom czynnikOw na dzien wyceny (t = 2,7115). Jako termin zapadalnosci T we wzorze
(2.7) przyjmowalismy wartosci odpowiadajace terminom do ptatnosci kuponu lub wartosci
nominalnej, w zaleznosci od tego jaki przeptyw wycenialismy. Ceny obligacji implikowane
przez nasz oszacowany dwuczynnikowy model chwilowej stopy procentowej typu G2++
znajduja sie w Tabeli 6.

Poniewaz ceny analizowanych obligacji byty notowane na rynku, poréwnalismy ceny
implikowane przez nasz model z cenami rynkowymi (z dn. 22 marca 2017r.), cO mozna
traktowac¢ jako dodatkowy test sprawdzajagcym dopasowanie modelu w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka. Bi¢dy wzgledne dopasowan cen obligacji byty na niskim poziomie, patrz

Tabela 6, co potwierdzito dobre dopasowanie oszacowanego modelu w mierze neutralnej
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wzgledem ryzyka dla terminéw zapadalnosci krétszych niz 15 lat. Oczywiscie biedy
dopasowan cen obligacji w Tabeli 6 sa pochodnymi btedéw dopasowan rentownosci, ktore
obserwujemy na Wykresie 8f (krzywe dochodowosci implikowane przez nasz model i
zaobserwowane rentownosci w dn. 22 marca 2017r.).

W przyktadzie wycenilismy przeptywy finansowe zwigzane z obligacjami
statokuponowymi, ktére sa kwotowane na rynku. W sposob analogiczny mozemy wyceni¢
kazde inne state/gwarantowane przeptywy zwigzane z zobowigzaniami, ktére nie sg obiektem
obrotu na rynku finansowym. Klasycznym przykladem w tym obszarze bylaby wycena
rynkowa gwarantowanych zobowigzan zwigzanych z ubezpieczeniami na zycie, patrz np.
rozdziat 3 w ksigzce Mgllera, Steffensena (2007).

Przyklad 3. Majac wygenerowane krzywe dochodowosci w perspektywie jednego roku
(patrz Przyktad 1) i mechanizm wyceny gwarantowanych przeptywow finansowych (patrz
Przyktad 2), mozemy wyznaczy¢ prognoze zmian wartosci rynkowej przeptywdw w wyniku
rocznych zmian struktury terminowej stop procentowych. W kontekscie portfela obligacji
stalokuponowych z poprzedniego przyktadu, tego rodzaju przeliczenie pozwoli na wyznaczenie
maksymalnej, przy zadanym poziomie ufnosci, utraty wartosci portfela obligacji w horyzoncie
jednego roku i na wyznaczenie wymogu kapitalowego z tytutu ryzyka stopy procentowej dla
portfela obligacji w horyzoncie jednego roku. Jak wspomnielismy we Wstepie banki i firmy
ubezpieczeniowe sa zobligowane przez prawo do kalkulacji wymogow kapitatowych.

Ceny obligacji statokuponowych z Przykladu 2 zostaty przeliczone przy zalozeniu
zmian struktury terminowej stop procentowych zgodnie z wygenerowanymi Krzywymi
dochodowosci w perspektywie jednego roku i przy zalozeniu, ze czas do wykupu wartosci
nominalnej i ptatnosci kupondw obligacji nie zmieni sie. Zgodnie z praktyka wyznaczenie
wymogu kapitalowego z tytutu ryzyka stopy procentowej dla portfela obligacji powinno by¢

Zwigzane z wyznaczenie zmiany wartosci portfela obligacji wytacznie w wyniku ruchow stép
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procentowych, bez zmiany czasu trwania (duracji) obligacji. Ceny obligacji stalokuponowych
w scenariuszach zmian struktury terminowej stop procentowych wyznaczylismy tak jak w
Przyktadzie 2 wykorzystujac wzor (2.7). Podstawilismy jednak tym razem t = 3,7115 i
wartosci czynnikdéw x i y wygenerowane w kroku 3 Przyktadu 1. Poniewaz w Przyktadzie 1
wygenerowalismy 10 000 realizacji czynnikdw x iy i krzywych dochodowosci na moment t =
3,7115, dostalismy 10 000 realizacji cen obligacji statokuponowych w réznych scenariuszach
struktury terminowej stop procentowych. Tabela 7 zawiera odpowiednie percentyle dla
wygenerowanych cen obligacji i zmian cen obligacji w ciggu roku.

Przyjmujac, ze firma liczy wymdg kapitatowy z tytutu ryzyka stopy procentowej dla
portfela obligacji jako kwantyl rzedu 0,5% zmiany wartosci portfela (utraty wartosci portfela),
wymabg kapitalowy zabezpieczajacy portfel obligacji przez ryzykiem stopy procentowej

wynidstby 590,72 zt, co stanowitoby ok. 13,5 % biezacej wartosci portfela obligacji.

6. Zakonczenie

W pracy jako model struktury terminowej stép procentowych zaproponowalismy
dwuczynnikowy model chwilowej stopy procentowej typu G2++, w ktérym rozklad czynnikow
w mierze neutralnej wzgledem ryzyka jest dwuwymiarowym rozktadem normalnym, a rozkiad
czynnikdw w mierze rzeczywistej jest dowolny (zaréwno rozktady brzegowe czynnikow jak i
struktura zaleznosci sa dowolne). W oparciu o rentownosci obligacji skarbowych z rynku
polskiego oszacowalismy nasz model stopy procentowej typu G2++ stosujac metode quasi-
wiarogodnosci. Model bardzo dobrze opisat zmiany rentownosci obligacji 1-rocznych i 10
letnich w czasie i w zadawalajacym stopniu opisat struktura terminowga stép procentowych dla
terminéw zapadalnosci dluzszych niz 6 miesiecy i krétszych niz 15 lat. Jako przykiad
zastosowania modelu, wyznaczylismy prognoze krzywej dochodowosci rentownosci polskich

obligacji skarbowych w perspektywie jednego roku oraz na podstawie prognoz krzywej
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dochodowosci wyznaczylismy wartos¢ portfela obligacji i wymadg kapitatowy z tytutu ryzyka

stopy procentowej dla portfela obligacji.

Podziekowania

Autorzy pragna podziekowaé¢ dwom recenzentom, ktérych bardzo cenne uwagi przyczynity

si¢ do istotnej zmiany pierwszej wersji artykutu i zachecity do poszerzenia zakresu badania.
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CALIBRATION OF TWO FACTOR INSTANTANEOUS

INTEREST RATE MODEL OF G2++ TYPE IN REAL-WORLD

AND RISK-NEUTRAL MEASURE

Abstract:

As an interest rate term structure model we propose a two factor instantaneous interest rate
model of G2++ type in which the distribution of the factors is Gaussian in risk-neutral measure
and it is of any type in real-world measure (the marginal distributions and the dependency
structure are both allowed to be arbitrary). In order to calibrate our model we suggest to use
quasi-likelihood method based on observed government bonds’ yields for all available
maturities. In this paper we estimated our model of G2++ type using government bonds’ yields
from the Polish market. As a two-dimensional distribution of the factors in real-world measure
we identified a distribution with marginal t-Student distributions and t-Student copula with
different degrees of freedom. We investigated in details the fit of the model in real-world and
risk-neutral measure. Our model was next used to project the yield curve of the Polish
government bonds in one year time. In addition, based on the projected yield curves we priced
a portfolio of bonds and we calculated solvency capital requirement for interest rate risk for the

portfolio of bonds.

Keywords: Yield curve, G2++ model, quasi-likelihood, t-Student copula, Solvency Capital

Requirement.

JEL: C51, C58, G12.
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Wykres 1. Rentownosci (w stosunku rocznym przy kapitalizacji ciggtej) polskich obligacji

skarbowych 1-roczych i 10-letnich w okresie od 2 stycznia 2011r. do 22 marca 2017r. (a) i w

okresie od 1 lipca 2014r. do 22 marca 2017r. (b). Zr6dzo: 1177 CMPL Index Bloomberg.
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Wykres 2. Rentownosci (w stosunku rocznym przy kapitalizacji ciggtej) polskich obligacji

skarbowych w okresie od 1 lipca 2014r. do 22 marca 2017r. dla termindw zapadalnosci 6

miesiecy, 1 rok, 2 lata (a), 5, 10, 15 lat (b). Zrédzo: 1177 CMPL Index Bloomberg.
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Wykres 3. Wartosci czynnikdw x i y przy oszacowaniach parametrow modelu z kroku 8 z Tabeli
1.

a)

Czynnik x

Czynnik y
7,00%
6,00%
5,00%
4,00%

3,00%
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Wykres 4. Realizacje skfadnikow losowych czynnikow x i y (reszty) przy oszacowaniach

parametrow modelu z kroku 8 z Tabeli 1.

a)
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Wykres 5. Funkcje autokorelacji dla realizacji skfadnikdéw losowych czynnikdw x i y. Realizacje
skfadnikow losowych z Wykresu 4.

a)

Funkcja autokorelacji dla sktadnika losowego x

08 1.0
|

086

04

0.2

00
—

OpdZnienie

b)

Funkcja autokorelacji dla skiadnika losowego y

08 1.0
|

06

04

02

0

Opoznienie
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Wykres 6. Wykresy kwantylowe dla rozk/adow t-Studenta z Tabeli 2 dla skfadnikow losowych
czynnikow X i y. Realizacje skfadnikow losowych z Wykresu 4.

a)

Wykres kwantylowy dla sktadnika losowego x

b)

Wykres kwantylowy dla sktadnika losowego y
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Wykres 7. Wystandaryzowane rangi i empiryczna funkcja #gczgca (kopufa) dla realizacji

skfadnikow losowych czynnikow x i y. Realizacje skfadnikow losowych z Wykresu 4.

Funkcja tgczgca dla sktadnikéw losowych

0,9 s ®
0,8 o®
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0,6 @

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

58



Wykres 8. Krzywe dochodowosci implikowane przez oszacowany model z parametrami z Tabeli
4 oraz rzeczywiste rentownosci obligacji na dzien 2014-07-01 (a), 2015-03-23 (b), 2015-07-01
(c), 2016-03-22 (d), 2016-07-01 (e), 2017-03-22 (f). Rentownosci w stosunku rocznym przy
kapitalizacji ciggfe).

a)

Krzywe dochodowosci
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3,50%
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2,00%
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1,00%
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b)

Krzywe dochodowosci

2,80%
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Wykres 9. Trajektoria procesu chwilowej stopy procentowej implikowana przez oszacowany

model z parametrami z Tabeli 4 (a) oraz poréwnanie trajektorii ze stopami WIBID overnight

(b).

a)

2,50%
2,00%
1,50%

1,00%

b)

3,00%
2,50%
2,00%
1,50%
1,00%

0,50%

Stopa chwilowa

Stopy chwilowe vs stopy overnight

Stopy chwilowe

® Stopyovernight
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Wykres 10. Oszacowania historycznych premii za ryzyko (w stosunku rocznym przy
kapitalizacji ciggfej) dla obligacji skarbowych 1-rocznych i 2-letnich w okresie od 1 lipca

2014r. do 22 marca 2017r.

Premie za ryzyko

0,40% — 1Y

0,20% —2Y

5 ) g v p :
Q g N - & N v
S 4 > S
2> 2> 2> 2>

Data zakupu obligacji

Wykres 11. 95% i 99% punktowe przedziaZy ufnosci dla krzywej dochodowosci w perspektywie
jednego roku. Bazowa krzywa dochodowosci z dn. 2017-03-22 i krzywe dochodowosci w
perspektywie jednego roku implikowane przez oszacowany model z parametrami z Tabeli 4.

Rentownosci w stosunku rocznym przy kapitalizacji ciggtej.
Krzywe dochodowosci w perspektywie roku
7,00%
6,00%

5,00%

4,00% Percentyl 0.5%

Percentyl 99.5%

3,00% Percentyl 2.5%

Percentyl 97.5%

200% o0 amea- Krzywa w dn. 2017-03-22

1,00%

0,00%
0,00 5,00 10,00 15,00 20,00

Termin zapadalnosci
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Wykres 12. Przykfadowe krzywe dochodowosci w perspektywie jednego roku. Bazowa krzywa
dochodowosci z dn. 2017-03-22 i krzywe dochodowosci w perspektywie jednego roku
implikowane przez oszacowany model z parametrami z Tabeli 4. Rentownosci w stosunku

rocznym przy kapitalizacji ciggfej.

Krzywe dochodowosci w perspektywie roku

6,00%
5,00%

4,00%

—————
,,,,
-
3,00% -

27 eeme———— Krzywa w dn. 2017-03-22
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-1,00% ) o
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Tabela 1. Oszacowania parametréw dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy procentowej

typu G2++ zgodnie z procedurg opisang w rozdziale 4.2.

Kiok Krok 3 Krok 7 Krok 8
Parametr
a 0,0426 0,0443 0,0997
b 0,3400 0,3316 0,2452
ag 0,0290 0,0295 0,0574
n 0,0308 0,0313 0,0590
s 0,0052 0,0052 0,0075
P -0,9883 -0,9887 -0,9970
A 1 -0,0420 -0,0273 -0,0222
A 2 -0,1475 -0,1629 -0,0798
4 0.5Y 0,0918% 0,0949% 0,0953%
(% v 0,0918% 0,0891% 0,0897%
53}, 0,0918% 0,1102% 0,1110%
[} 4Y 0,0918% 0,0958% 0,0960%
) 5Y 0,0918% 0,0951% 0,0946%
) 6Y 0,0918% 0,0868% 0,0863%
) 7Y 0,0918% 0,0636% 0,0626%
[} 8y 0,0918% 0,0476% 0,0463%
o) 9y 0,0918% 0,0270% 0,0266%
O1sy 0,0918% 0,1041% 0,1060%
520}»’ 0,0918% 0,1511% 0,1551%
x(0) 1,6958% 1,6924% 0,7179%
y(0) 0,4996% 0,5011% 1,4567%
Logarytm f. quasi-
wiarogodnosci
(2.23) 8473,26 8 476,66 8 489,76
Logarytm f. quasi-
wiarogodnosci
(2.24) 49 071,06 49 906,78 50 045,26
Logarytm f. quasi-
wiarogodnosci
(2.25) 57 544,32 58 383,44 58 535,02
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Tabela 2. Oszacowania rozkfadow t-Studenta dla skfadnikéw losowych czynnikdw

Realizacje skfadnikow losowych z Wykresu 4.

Rozktad T-Studenta Normalny
Parametr X y X y
Parametr skali 0,4953 0,5034 0,6065 0,6151
Liczba stopni swobody 6 6 - -
Logarytm f. wiarogodnosci -611,74 -621,88 -629,90 -639,54

Tabela 3. Oszacowania funkcji Zgczgcych dla skfadnikow losowych czynnikéw x i y. Realizacje

skfadnikow losowych z Wykresu 4.

Nl T-Studenta Gaussa
Parametr
Wspotczynnik korelacji -0,9925 -0,9913
Liczba stopni swobody 3 -
Logarytm f. wiarogodnosci 1 453,46 1 389,00
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Tabela 4. Ostateczne oszacowania parametréw dwuczynnikowego modelu chwilowej stopy

procentowej typu G2++ w mierze neutralnej wzgledem ryzyka (a) i w mierze rzeczywistej (b).

a)
Parametr Model ostateczny
a 0,0997
b 0,2452
a 0,0574
n 0,0590
£ 0,0075
P -0,9938
Ay -0,0222
A -0,0798
So.5v 0,0965%
S5y 0,0911%
(Y 0,1126%
Oay 0,0966%
Oy 0,0941%
55}» 0,0860%
O7y 0,0617%
Ogy 0,0452%
Sy 0,0262%
O1zy 0,1077%
S20v 0,1560%
x(0) 0,7698%
y(0) 1,4013%
Logarytm f. quasi
wiarogodnosci
(2.23) 8418,13
Logarytm f. quasi
wiarogodnosci
(2.24) 50 035,88
Logarytm f. quasi
wiarogodnosci
(2.25) 58 454,00
b)
Rozktad| Brzegowy t-Studenta Koputa
Parametr X y t-Studenta
Parametr skali 0,4953 0,5034 -
Wspotczynik korelaciji - - -0,9938
Liczba stopni swobody 6 6 3
Logarytm f. wiarogodnosci -611,74 -621,88 1450,36
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Tabela 5. Premie za ryzyko (w stosunku rocznym przy kapitalizacji ciggfej) dla obligacji

skarbowych na dzier 22 marca 2017r. implikowane przez oszacowany model z parametrami z

Tabeli 4.

L Oczekiwana
. Cena obligacji L. .
Termin L wartosé czynnika .
, . implikowana . Premia za ryzyko
zapadalnosci dyskontujacego w
przez model . o
mierze rzeczywistej
0,5 0,9933 0,9940 0,14%
1 0,9848 0,9875 0,27%
2 0,9632 0,9732 0,52%
3 0,9365 0,9571 0,73%
4 0,9061 0,9396 0,91%
5} 0,8733 0,9209 1,06%
6 0,8392 0,9013 1,19%
7 0,8047 0,8810 1,29%
8 0,7705 0,8603 1,38%
9 0,7372 0,8394 1,44%
10 0,7051 0,8185 1,49%
15 0,5692 0,7182 1,55%
20 0,4723 0,6297 1,44%

Tabela 6. Rynkowe ceny obligacji oraz ceny obligacji implikowane przez oszacowany model z

parametrami z Tabeli 4.

Cena
Seria Czas do wykupu Cena rynkowa implikowana Btad wzgledny
(w latach)
przez model
DS0726 9,35 931,58 943,76 1,31%
DS1019 2,59 1102,60 1108,08 0,50%
DS1023 6,60 1061,34 1074,20 1,21%
WS0429 12,10 1252,46 1264,48 0,96%
Portfel 12,10 4 347,98 4390,53 0,98%
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Tabela 7. Prognoza cen (a) i zmiany cen (b) obligacji zwigzana ze zmiang struktury terminowej

stop procentowych w perspektywie jednego roku. Bazowa krzywa dochodowosci z dn. 2017-03-

22 i krzywe dochodowosci w perspektywie jednego roku implikowane przez oszacowany model

z parametrami z Tabeli 4.

a)
Cena wdn.
2017.03.22 Cenaw dn. 2018.03.22
Seria
Cena implikowana 0 0 . 0

SR Percentyl 0.5% | Percentyl 2.5% |Percentyl 97.5% | Percentyl 99.5%
DS0726 943,76 772,51 806,57 1080,05 1130,31
DS1019 1108,08 1061,81 1070,98 113551 1146,22
DS1023 1074,20 937,70 966,43 117354 1209,25
WS0429 126448 1024,96 1072,58 1464,14 1537,99
Portfel 4 390,53 3799,81 3919,62 4 850,98 5023,22

b)
Cenawdn. . .
Zmiana ceny w ciggu roku
2017.03.22
Seria
Cena implikowana Percentyl 0.5% | Percentyl 2.5% |Percentyl 97.5% | Percentyl 99.5%

przez model
DS0726 943,76 -171,26 -137,19 136,29 186,54
DS1019 1108,08 -46,27 -37,10 27,43 38,14
DS1023 1074,20 -136,50 -107,77 99,34 135,05
WS0429 1264,48 -239,52 -191,90 199,66 27351
Portfel 4 390,53 -590,72 -470,91 460,46 632,69
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